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Vorwort. 

Die vorkegende eweite Abteflung memer Vorlesungen fiber Zdhlen- 
lehre let ausschlieBlich der Theone der unendltchen Reihen mit reetten 
Glied&ni gewidmet Vom streng systematischen Standpunkte aus ware 
es wohl konseqnenter gewesen, die mit der Entwicklung der Lehre von 
den reellen Zdhlen begonnene sukzessive Ausgestaltung des Zahlvorrata 
unserer gewdlmhchen Anlbmetik durch EinfQhrung der vmagintiren bzw. 
Tcomplexen Zahlen erst vollstandig zu Ende zn fuhren Rficksiehten wesent- 
lich didaktascher Natur veranlaBten mich indessen zu der hier getroffenen 
Anordnung, msbesondere der Wunsch, den Leser durch erne gewisse Em- 
formigkeit des Lebrstoffes mcbt allzusekr zn ermttden und ibm statt 
dessen echon jetzt in der Lehre von den unendliohen Reihen em an be- 
merkenswerten Frageetellungen und pnnzipiell wiohtigen Ergebniseeu 
auflerordentlich reiches Anwendungsgebiet der bisherigen Grenzwert- 
betraohtungen zu erSffinen Dem gegenfiber erschien es mir ziemlich un- 
erheblich, dafi die Lehre von den unendhchen Beihen auf daese Weise 
in zwei durch Emschiebung der grundlegenden Erorterungen Uber kom- 
plexe Zahlen getrennte StUcke zerfallt, zumal schon bei der Beschrankung 
auf reeUe Zahlen alles wesentliche der Tbeoiie vollstandig zur Erledigung 
kommt (anders wie bei den unendhchen Produkten und Eettenbriichen) 
und die Ausdehnung der gewonnenen Resultate auf Reihen mit Lomplexen 
Ghedern, als blofien Aggregaten je zweier reell&r Reihen, sich nahezu 
automatisch vollzieht 

Die Darstellung der Reihenlehre beginnt naturgemaB mit allgemeinen 
Betrachtungen Uber Eonvergene und Divergent, wobei insbesondere die 
verschiedenen Mbgbchkeiten , die notwendigen und htnreichenden Konver- 
genebedingungen zu formulieren, emer ausftthrlichen Kritik unfcerzogen 
und gewisse auf dem Cauchyschen Grenzwertsatze und seinen Verallge- 
meinerungen beruhende weniger bekannte Fornien dieser Bedmgungen 
hergeleitet werden Bei der sodann folgenden Behandlung der Reihen 
mit lauter positmen (bzw mcht-negatwen) Gliedern wird nach Feststellung 
ihrer besonderen Konvergenzeigensohaften erne ganz emheitiich auf das 
bekannte Prw0^p der Heihenv&rgleidvwng gegr.dndete ausffihrhche Theone 
der Konvergene- iwd Dvoerg&nehriiienen entwickelt, welche den Zweck 
verfolgt, nicht etwa nur die verhaltnismafhg geringe Anzahl der fur 
praktische Anwendung fast ausschliefihch in Betracht kommenden Spe- 
zialkritenen abzuleiten, nelmehr vor allem den inneren Zusammenhang 
dieser sonst zumeist mit Hilfe emzelner Kunstgriffe gewonnenen Regeln 
durch Zurttckfuhrung auf allgememe Methoden kenntlich zu machen, den 
schembaren Widerspruch zwischen der tibhchen Form gewisser Knterien, 
namkch der sogenannten Konvergenelontenen sweiter Art einechheBhch 
des Kummerschen KonvergeneJontenums, und dem Prfatnp der Eeihenver- 
gleuhwng aufzuklaren und jenes letztere Kritenum, das als Kntermm 
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sweiter Art yon geradezn tiberraschender Allgemeinheifc bei der sonstigen 
Darstellungsweise volbg abseita stand und kemerlei Analogon unter den 
Eriterien erster Art zu besitzen schieD, aus dieser ratselhaften Isoherung 
befreit ale natflrliches Glied emer folgenchtig aufgebauten allgemeinen 
Theorie erscbemen zu lassen. Es folgen Untersuchungen fiber die Trag- 
toette der verschiedenen SJriterien bzw Kritenencwtew, fiber die prm- 
zipielle Begrenefheit der LeistungsfdhigTceit aller mtiglichen Knterienbil- 
dungen, fiber sogenannte Grenegebiete und Schranken der Konvergene und 
Divergent! Untersuchungen, die in Verbindung mit den zuvor bezeich- 
neten teilweise geeignet sind, gegebenenfalls an die Stelle von Zufalls- 
erfolgen einiger Spezialknterien ein zielbewuBtes Openeren mit emem 
wohlgeordneten Kriterienvorrat treten zu lassen, vor allem aber dem 
Leeer eine moglicbBt tiefe, an sich wertvolle und zugleioh das Studium 
der Funktionenlehre in fruchtbarer Weise vorbereitende Einsicht m das 
Wesen der Reihenkonvergenz vermitteln tollen 

Die Betracbtung der Reiben mit posttwen und negatives Gltedern 
ftlbrt zu den Begriffen der dbsoluten und nicht-absoluten, der uribedwgten 
und bedingten Konvergenz und zu dem Nachweise des vollstandigen Zu- 
aammenfallens von absolute? und uribedingter bzw nickt-dbsoluter und 
bedwgter Konvergenz Daran schkeBt sicb die Angabe derjemgen Hilfs- 
mittel, welcbe zur Feststellung der ,,effektiven tl d. h. eventuell nur le- 
dingten Konvergenz zur Verfflgung stehen, sowie eine methodisobe Dnter- 
suohung der Beziehungen, welohe bei gewiasen aligemeinen Typen "bedingt 
konvergenter Reiben zwischen bestimmten Umordnungsgeseteen und den 
dadurcb erzeugten Wertverdnderungen besteben. Den SobluB dieses Ka- 
pitels bildet die Entwicklung zweier Methoden, die dazu dienen, scUechb 
(d. h sebr langsam) konvergierende Reiben zum Zwecke der nwmensclien 
Berechnung in wesentlicb lesser Tconvergierende umzuwandeln. 

Parallel mit dem letzten, die Doppelfolgen behandelnden Kapitel der 
Tongen AbteJung erscheint als AbschluB der vorkegenden eine em- 
gebende Bebandlung der Lehre von den Doppelreihen mit reellen Gliedern. 
Dabei wird, wie dort zwischen DoppeUtmtes und iterierten Limrtes, bier 
soharf unterschieden zwisohen Doppelreihen und iterierten Eeihen, und es 
werden die Beziehungen zwischen beiden Eategonen festgestellt, msbe- 
*ondere diejenigen emer Do^reihe zu den aus den Zeden und Kolonnen 
gebildeten iterierten Reihen, schliefllioh auch zu der aus den iHagowlen 
gebildeten emfachen Reihe Weiter erfolgt auoh hier der Nachweis fttr 
das vollstandige ZusammenfaUen von dbsofater und vribedtngter bzw. ntcht- 
absolvter und bedingter Konvergenz. Mit einer Anwendung der Lehre 
von den Doppelreihen auf die Mvltipltkahon einfach unendlicher Reihen 
and mit der Ableitung yon Konvergene- und Dwergenehntenen fttr Dop- 
pelreihen nut mcht-negatiyen Ghedern schliefit dieses Kapitel und danut 
auoh diese Abteilung. 

Munchen, im August 1916 
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Abschnitt n. 

Unendliche Eeihen mit reellen Gliedern. 

Kapitel I. 

Allgemeine Grundlagen. 

44 Konyergenz und Divergenz unendlicher Belhen. Summe 

und Best einer unendlicheu Beihe. Allgemeine Satze liber 

honyergente K-eihen. 

1 Unter einer uribegrengten Summenfolge oder, wie man gewohnlicb. 
ktirzer, wenn auch weniger praguant, zu sagen pflegt, einer un&ndlichen 
Reihe verstehen WIT zunachst rem formal erne unbegrenzte ZaHenfolge (u v \ 
deren GUieder durch das Summationszeiclien verbimden Bind, also: 

w o + w i -I ----- f- M V 4- , 
kilrzer geschneben- 







oder auch, wenn em Mifiyerstandms ausgesohlossen erscbeint: 

2** 

Beztiglich der Bedeutmg eines solchen ale unendliche Reihe bezeich- 
neten Symbols setzen wir nun folgendes fesfc Es bedeute s n die Summe 
aller Glieder bis M n emschlieBlich, also: 

(1) ,,-D + t* l + - -+" n 







Die Zahlen s n (w 0, 1, 2, ) bilden dann, geradeso wie die u v , eine 
begrenzte Zahlenfolge. 1st diese Iconvergent und etwa: 



n-Voo 
Prlngsheim, Vorlesnngen I, 8 
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wo also s eine bestimmte Zahl (emschhefilich der Null) vorstellt, so heiBt 
die Reihe J^w, Jconvergeiit und s ihre Summe, in Zeichen: 



(3) lim -s. 

o *- o 

In jedem anderen Fajle heiBt die Reihe divergent und zwar: 

etgenflich divergent, wenn die Folge (s y ) e*0en#tc& divergiert, also- 
lim s w - + oo oder lim s n oo; 

n-*oo n-Vw 

uneigentltch dhergent, aucn unbesttmmt oder qseillierend, wenn die 
Folge (5 r ) we^e^cA divergiert, d h. wenn lim 5 n und Tim S H verschieden 

n->e n--oo 

ausfallen; insbesondere endhch uribestimmt oder mnerhalb endhcher Grenzen- 
osg^l^erend, wenn fcetMcr der Hauptlimites lim und lim s n unendlich aus- 



fallt (anders ausgeeprochen: wenn Rm |a n | endlich ist). 

n-^w 

Obschon im Falle der Divergent eine Summe der Reihe in dem zuvor 
defimerten Sinne nickt existiert, BO bedient man sich der Bequemlichkeit 
halber, um alle MSglichkeiten mit einem gemeiwiamen Ausdmoke zu um- 
fassen, nicht selten der Redewenduug: die Summe der unendlicben Reihe 
sei im Falle der eigenttichen Divergenz (poeihv oder negativ) unendlich 
graft, in Zeiohen: 



(4) w " + <^ er w v oo 



bzw die Summe der Reihe sei im Falle der uneigentlichen Divergenz un- 
'bestmmt und zwar, wenn I, L den unteren bzw. ofteren Limes von S M be- 
deatet, sie oseilliere in den Qrenzen I und X, wobei evontuell auch 
Z oo ; i + 00 sein kann. 

2 Aus der obigen Definition der J&mver.gren* einer unendlichen Reihe 
ergibt sich sofort als notwendige und hinreichende Bedingnng ftir die Kon- 
vergenz: Jedem (beliebig klein vorgeschriebenen) s > mufi eioh eine- 
natQrliche Zahl n zuordnen lassen, sodafi: 



Setzt man: 



und bezeichnet 22^,+^ als einen Partialrest der Reihe, so kann die Kon- 
ver^enzbedincmncr auch 
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jeder Partialrest K 9in+9 bei rffflig willkurlichem Q lediglich dmch ge- 
eignete WdM von n numensch leliebig Uein werden Dabei folgt aus- 



. 
stets auch: 

2fi fttr: 



(vgL 22, Nr. 1, S 125), d h. es wird mit 2^, + ^ auch jeder sphere Par- 
tialrest Miebig Idem, sodafi auch die Bedingung (6b) als notwendig und 
(selbstverstandlich als) hinreichend fttr die Konvergenz der Reihe an- 
gesehen werden kann 

Im ilbngen kann man dieser notwendigen und hinreichenden Be- 
dingung auch noch andere Pormen geben. Und obschon dieselben vor 
den hier gegebenen Formeu (6) (6b) kemerlei Vorziige besitzen und 
eher geeignet Bind, den wahren Sachverhalt zu verdunkeln, als ihn auf- 
zuhellen, so soil doch etwas naher darauf emgegangen werden, da man 
in den Schriften ganz bedeutender Mathematiker und in weit verbreiteten 
Lehrbttchern manoherlei unklares oder geradezu falsches ttber diese doch 
schlieBlich grundlegende Frage findet 

3 Bezeichnet man mit E n diejenige wencttiche Heihe, welche aus 
der gegebenen durch Weglassung aller Glieder bis n emschheflhch ent- 
stelit, also. 

(7) JSL-^S 

n + 1 

(zunachst wiederum rein formal, d h gleichgflltig, ob die rechts Btehende 
, ; Summe" eiue bestunmte Zahl vorstellt oder nicht), so soil R n schlecht- 



hin der Rest der Beihe heifien. 1st dann die Beihe ^M y Convergent 
und s ihre Summe, so hat man: o 

( 8 ) -B - 1 R > + ? - km (+, - O 
und doher (wegen: lim(s sj 0): 

n->-eo 

/ *+g -V 

(9) hmE B 0, d.k lim(lim5?Mj-0. 



n->eo 



Diese Beziehung bildet also in dent Sinne eine notwendige Bedingung 
fur die Eonvergeng der Beihe, dafi sie zweifellos erfttllt ist, wenn die 

20* 
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Reihe konvergiert Und da sie andererseits auch nur dann besteht, wenn 
die Reihe konvergiert , BO ist sie in diesem. Sinne auch eine hinreichende* 
Nichtsdestoweniger muB es als durchaus verfehlt bezeichnet werden, wenn 
man diese Tatsachen, wie mcht selten geschieht, als Kritenum fttr die 
Konvergenz in den folgenden Satz zusammenfafit: ,,Die notwendige und 
hmreichende Bedingung fttr die Konvergenz der Reihe besteht darin, daB 
der Rest R n mit unendlich wachsendem n gegen Null konvergiert." Bei 
dieser Fassung wird namlich in Wahrheit sohon die Existeng einer be- 
stimmten als Rest bezeichneten Zdhl R n und damit geradezu die Konver- 
gene der Reihe von vornherein vor&usgesetgt (denn, falls R n flir vrgendem n 
eine bestimmte Zahl vorstellt, so gilt das gleiche fttr jedes n, da ja die 
Weglassung oder Hmzufttgung emer endhchen Anzahl von Ghedern jene 
Eigenschaft mcht aufhebt) 

Will man der lediglich fflr eine bereits als konvergent erkannte Reihe 
bestehenden Beziehung (9) eine wirkhch korrekte Form der notwendigen 
und himeichenden Konvergenzbedingung nachbilden, so hat man zu be- 
aohten, dafi es sich in (9) urn die Beschaffenheit ernes gewissen iterierten 
Limes handelt und dafi andererseits die E&istem emes solchen keineswecrs 

O 

diejenige des itmeren Limes erfordert Man wird also die Beziehung (9) 
durch die folgende ersetzen: 

(lOa) lim (hm" 

von der sioh in der Tat nachweisen lafit ; daB sie erne hinreichende Be- 
dingung fttr die Konvergenz der Reihe bildet x ) Zunachst ist namlich 
ersichthch, daB diese Bedingung genau dieselbe Tragweite besitzt, \vie die 
folgende 8 ): 

/ 



(lOb) 



M 







1) Die Notwendtglceit det Bedingung (10 a) bedarf kemea Beweiflea, da ja achon 
die st&rkere (nftmlich ausdrdoklioh noon das Znsammenfallexi von 

u v und lun 

Q-t-et 
V 

verlangende) Bedingung (9) ala notwendig erkannt wurde 

2) Man beaohte, daB lim | a \ keineBwegs nut [Em a \ ideniasoh ut, ion- 

-*-oo " _ Q+ee " 

dern den grtifieren der Abaolutwerte von lim a tmd lim a daratellt (bzw fade, 





f-Voo 



fr 8 
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st nun diese Bedmgung erffillt, so muB zu beliebig klemem s > ein m 
ich BO fixieren lassen, dafi: 



Aus dieser letzten Beziehung folgt dann weiter: jedem solohen in 
iBt sich ein Q m (welches im allgememen mit m veranderkch sein wird) 
o znordnen, dafi: 



m+l 



<T 



Ian hat also fflr Q = Q m und Q =* Q m -{- tt- 



m + l 



rw. 



<-f (tf-1,2,3, ), 



nd hieraus fttr den absoluten Betrag der Differenz dieser Summon' 



<s (0-1,2,3, ), 



der, wenn man m -f Q m = n setzt: 

n + a 



n + l 

odaB in der Tat die Konvergengbedmgwng (5) erflillt ist *) 

Man kann schlieBhch der soeben als notwendig und hinreiohend er- 
annten Konvergenzbedingung (10 a) noch eine etwas andere Form geben, 
relohe darauf beruht, daB im Falle der Kowergene der Eeihe Ju v nicht 
nr der iterierte Limes (9) bzw. (10 a), sondern auch der entsprechende 
Joppelbmes verschwmdet (woraus dann umgekehrt nach dem Satze (la) des 
43, Nr 1, S 284, wieder ohne weiteres das Verschwinden des tterierten 



1) Man kSnnte dieses Resoltat auch so aussprechen, dafi allemal, wenn 
:1. (10 a) besteht, 



lim 



lun 



ird und eine bestimmte Zahl vorstellt. 
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Limes (lOa) folgen wlirde) Es soil also gezeigt werden, dafi die Be- 
ziehung: 



(11) lim ?w r 0, anders gesckneben (B Gl (6))- lim E n B+ 0, 

n, ? -> ' 



eme notwendige und hinreichende Bedingung fur die Konvergenz der 
Reihe ^Su r darstelli 1st namlich diese Bedingung erfullt, so lassen sich 
auf Grund der Definition eines Doppellimes ( 40, S. 254, UngL (2 a)) zu 
behebig kleinem s > zwei Zanlen m, r so fixieren, dafi: 



d. h: 

(lla) |M v 

Dafi diese letztere Bedingung eine ftlr die Konvergena der Reihe not- 
wendige ist, geht urunittelbar aus der Yergleichung mit der bereits als 
notvrendig ejrkannten Bedingung (6b) herror, da sie ja bezflglich der 
Auswahl von Q genngere Ansprttche macht als diese letztere. Nichts- 
destoweniger erweist sie sich auch als Mnreichend. Aus (lla) folgt nam- 
lich speziell fQr Q == r und Q = r + 6: 



und daher ffir den absoluten Betrag der Different dieser Summen: 

l^ + r +1 + + r + J + "*-f-W m + r + 7l< e (* - ^ 2 ; 3 , ' ) 

oder, wenn man schhefilich noch m + r = n setzt: 

I "ii+i + .+ + " + I .+0I< (<*-l,2,3, .-), 
anders geschneben: 

ln +ff - s nl< ftr: <r- 1,3,8,-- 
in t^Tberemstimmung mit unserer frtllieren Konvergenzbediugung (6) x ) 



1) Unzul&ngltch fdr die Konvergenz ware ea dagegen, wenn an Stelle der Be- 
dingung (11) nni die folgende. 



for jedea emzelne, Hbrigens aber beliebig groft zn denkende p erfiillt ware Denn 
dieaer Bedingnng wurde offenbar sobon genflgt, wenn nur: 

Urn u n+1 - hm w w + > - -bin u s - 0, 
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4. Setzt man in der notwendig&n und hinreichenden Konvergenz- 
bedmgung (6b) speziell Q 1, so erhalt man als erne jedenfalls notwen- 
dige Konvergenzbedmgung die folgende: 



d. h 

(12) hm tt. 0, 

n->oo 

in Worten: die Q-lieder der Reibe mfissen mit unbegrenzt wachsendem 
Index gegen Null konvergieren Dafi diese notwendige Bedmgong aber 
keine ftir die Konvergenz hinreichende ist, erkennt man leicht an dem 
folgenden bemerkenswerten Beispiele Es werde gesetzt: 

ft-0, ,--;- fr-1,8,3, ), 

also 



CO 

Die entsprechende nnendhche Eeiie ^ , welehe als die harmo- 



msche bezeichnet zu werden pfiegt, besitzt dann offenbar die Eigenschaft, 
dafi ibre Gheder schlieBlioh gegen Nutt konvergieren, wahrend sie selbst 
in folgender Weise als divergent erkannt ivird Man hat: 



2n 



d h flobliefllich- , 

lim u v = , 



tatsachhch fflr die Konvergenz moht auareicht, wie in Nr 4 dea Textes ge- 
zeigt wird. 

Es wdrde for die Eonvergenz nicht einmal ansreiphen, wenn in der obigen 
Bedingnng p mit n in irgendemer speziellen von n abhRngigen Weise ins Unendliche 
wacbsen duifte Set^t man z. B. far 



11 v Ig 
und 4|)n (wo |> eine beliebige natfirhohe Zahl), po bat man 

n+pn 

R ^ V-l 1 ^ jpn _ y 

"w.n+^ii ^j v lg v ^- nlgn Ign 1 

n + t 

also. 

ta^.*,.-*. 

NichtBdeetowemger lat die betreffende Eeihe divergent (B 48, Nr 8 am Endfc, 
828) 
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wie grofi aucli n angenommen warden mdge Daraus folgt aber, daft 
lim s n -f- c (da die monoton ztmehmende Zahlenfolge (s^ mcht der 

n->oo 

KoEvergenzbedmgung (5) genfigt) Wegen* 



ergibt sich. dann welter, dafi ancli die Reihe der reziproken geraden bzw. 
ungeraden Zahlen nach. -j- oo, also eigendic'h divergiert 

Im ttbrigen hatten wir die Divergent! der harmomschen Reihe auch. 
aus der Mher bereits abgeleiteten Beziehung (s 34, S 207, Gl (7), (9)): 

(15) lim(s fl ~lg(w+l)) = y 

->-BO 

erscHieBen konnen, da ja y eine endliche Zahl vorstellt und limlg (+!)=+ cx> 
ist, also auch hms M =- + oo sem mufi ""*"" 

->00 

5. Bie frither ausfQhrlicli betracbteten unbegreneten systemafachen 
Bntclie stellen offeubar lediglich erne spezielle Klasse von Itonvergentvi 
unendlwhen Reihen vor Erne Beziehung von der Form: 



(16) |) 

konnte also jetzt durch die folgende ersetzt werden 





Ebenso definiert jede der beiden Zahlenfolgen (w = 1, 2, 3, ) 

I n ' 

s n = l+y}i, wo:lims fl -e ( 33, S 204, GL (26)), 

""* n->-oo 

( 18 ) 

y n _ ^l ( lg (l + \\ f wo : lim y n = y ( 34, S. 207, GL (8), (9)) 

^~ \ * /y n->ea 

1 

eine Jconvergente wendliche Reihe, Bodafi man die in diesen Gleichongeu 
entbaltenen Aussagen jetzt auch folgendennafien schreiben kann: 

: ( 15, Gl (9), S 89), 
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Em emfaches Beispiel ftir die m Nr. 1 fttr moglioh erkannten Falle 
der Konvergene und Divergent liefeit sodann die unbegrenzte geometnsche 



Progression JV % wo owe behebige positive oder negative Zahl be- 
o 

deutet. Aus dor fUr jedes a geltenden Identitat- 

a-o 

folgt zunachst, daB fUr jeden Wert a auBer a 1 1 : 

1st zunuchet j a j < 1 , so hat man, -wenn etwa: 

(21) 

gesetzt wird: 

(22) 



und da der letzte Ausdruck durch Wahl eines hinlanghch groBen Wertes 
von n beliebig klein gemacht werden kann, so folgt aus Gl (20) ; daB ux 
diesem Falle: 



d. h, die betreifende Reihe iet Ttonwrgent nnd ibre Swnme s ~i 
dagegen | a | > 1 und auBerdem a > 0, BO kann. man setzen: 

(24) -l + /J, wo: /3>0, 

and es ergibt sich: 
+ 1 



also: 

(26) lira S B - + oo, 



d. h. die Reihe 1st alsdann cigentlich divergent. 

Dies gilt tibrigens aucli noch im Falle a 1. Hier yerliert zwar die 
eonst zur'Darsfcellung von s n geltende Fonnel (20) ihre Qtiltigkeit. Man 
findet aber ftir a 1 ohue weiteres: 

(27) 8 H n + 1, alflo: Km s. - oo. J ) 



1) Offenbar h&tte man hieratiB anoh die eigentliche Divergenz von ^u v im 
Falle a>l kQrzer erschliefien kOnnen, all mit Hilfe der Sommationsfoxmel (20) 
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1st ferner | ct \ > 1 und zugleich a < 0, also etwa: 

(28) -(l-f/3), wo: /5>0, 

so wird: 



1 V " 2 + /J > 

sodafi also S M absolnt genommen mit n ins Unendliche wachst Dabei 
ist S H allemal posttiv, wenn n gerade, negatw, wenn n ungerade- die Reihe 
osgitiwrt also in diesem Falle in den Grenzen oo und + oo . 

Es bleibt soHliefilicli noch der Fall a = 1 zu untersucben, flir 
welchen zronacbst aus Gl (20) sicb ergibt: 

(30) *,- + - 



Man hat also fdr jedes ungerade n: s n 0, dagegen fdr j?e?e5 gerade n: 
s n =- 1, und daher auch: lim s n = 0, km = 1, sodafi also die Reihe in 

n->oo n->oo 

den Grenzen und 1 oseiUierl. 

6. Unmittelbar aus der Definition einer lonvergenten Beihe und den 
aJlgemeinen Begeln fiber das Rechnen mit Grenzwerten ergeben sich die 
folgenden Satze: 

1) Bedeutet Jc eine beliebige positive oder negative Zahl, so Iconver- 
gi&rt, gleicheeitig mit der Reihe J^X auch die Reihe ^Sk u v und man hat: 



(31) 



Insbesondere ist also, wenn man jfc 1 setzt: 
(32) 

2) Gleicheeittg mit den beiden Reiheu ^u v} Sv r honvergwrt auch 
die folgende: ^5* ( + ) bzw. ^(t* v v r ), und man hat: 



(33) 

000 

Daa analoge gilt offenbar fttr ^erfc endlicfie AneaJd von konvergenten Reihen. 
3) Setzt man: 

o + % + + M rai - Z7 t 

+ n + + " - ^ 



H I 
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o konvergiert mit der Reihe jS*M r auch die Reihe ^%U V , und man hat: 



(34) 17. 

1 

Denn setzt man: W + Wj + + * S B , C/i + U a + + Z7 n S n , so wird : 



<35) 8, s, also. hmS v =.Imis - lim s, J ) 

* y->-eo y-^-oo v->-oo 

7. Wir -wollen an dieser Stelle noch emer Bezeiclmungaweise Er- 
wahnung tun, von der wir spater gelegentlich Gebrauch machen weiden 
Es bedeute. 

-!7 *-2> -87 ' 

me unbegrenrte Zahlenfolge, so geht aus dem in Nr. 1 gesagten hervor, 

00 

was man unter der unendlichen Reihe: ^}u_ v zu veistehen hat, und es 

i 
bedarf auch kemer weiteren Erlauterung, daB man dieses letztere Symbol 

-00 -1 

auch durch das folgende: ^VM V oder auch: ^}u v zu ersetzen pflegt. 



1st sodann nooh die unendliche Reihe ^ u v vorgelegt, so schreibt 
man konsequenter Weise. o 

+ 00 00 00 



-oo 10 

+ 00 

Eine Reihe von der Form ^?M V heiBt also dann und nur dann 

- 00 



vergent, vrennjede der beiden Beihen ^ML.,,, X^M^ Tconvergiert, mjedem 
anderen Falle divergent i o 



1) Man bemerke, daB Aeser Satz n;ci^ schlechfain, sondern nux in folgender 

Weiae wnfteftr6ar let Wexm aufier der Eeihe ^U v auch die Reihe ^?u v Jcon- 
vergtat, so hat man 



o i 

Dagegen braucht ^* M noch ketneswegs zu lonvergteren , wenn auch ^?U V kon- 
vergiert; denn aua der Ezistenz emea bestimmten hms mv folgt ja noch kemeswegs 
ie von lims r "*" 



(Einfachetes Beispiel M V = ( 1)", also J5jv w,, wie bereite gezeigt, in den 

oo 

Orenzen und 1 oszilherend, dagegen ^*(u Zv -}-u Sv . + ^\ = 0, also Convergent.') 

o 
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+ 00 

Mit anderen,Worten: Die Bedentung des Symbols 
die Gleichnng dargestellt: 

+ m 

(36) ^] , -lim V,u_, + lim 






lim 



wo tn nnd n in gang toftZkttrlicher Weise nnd unabh&ngig voneindnder ms 
TJnendliohe waohsen. Wenn dieser letztere DogpaZlimes als endliche Zahl 

msWeri, so f hilt er offenbar mit dem ewfachen Grenzwerte lim ^j u, za- 
sammen ; nnd man bat in diesem Falle w ~*" - 

+00 * +n 

(37) 



Dagegen darf man nicht umgekelirt diese letztere Beziebung als De- 
finitionsgleichung fflr daa Symbol ^ t* v betracbten und ans der Existent 



und EndlicMceit des Grenzwertes lim ^ w t anf die Konvergena der mi 


<w v zn bezeicbnenden Beilae echlieBen 

+ 00 

So ist z, B ^ 2y , dtvcr^enf, da jede der beiden Reiben 



-i x i 

divergiert. Hingegen hat man: 






-n 

also: 
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45. Anwendungen des Cauchyschen Grenzwertsatzes ( 37) und 
seiner Terallgemeinerung auf unendliche Reihen. 

1. Nach dem Canohyschen Satze in 37, Nr. 3 (S. 230, GL (14)) 
hat man: 

(1) lim = lim (a, a n _i)j 

n->-o " M--ao 

sobald der rechts auftretende Grenzwert im weiteren Sinne existiert. 
Ersetzt man jetzt a n durch S H , wo: 

(2) s a M^j + MJL + + w, , also: s n s n-1 = u f , 
so nimmt Gii (I) die Form an: 

(3) lim -a- lim , 

\ / M r 



n 



oder auch (wecen: ** ^i 

V B n n + l n n ^ B9 

^ n 1 ^"' 

in Worten: 



arifhmetische Mittel einer uribegrenet wachsenden 
AneaJH beliebtger reeUer Zahlen u v tesitirt den Grengwert hm u n , 
sobald dieser letetere im toeiteren Sinne exisUcrt. 
(Beispiele: n 



i 1 %TT * v Igl 2 3 --n 

lun > Ig v = lim - oo 
e 



Hierzn sei noch bemerkt, dafi geradeso wie bei der ursprttng- 
licheu Form des Satzes (1) (vgL 37, Nr. 3 am Schlusse) die Existent! 
des ersten Grenzwertea Jcemeswegs wngekehrt allemal diejenige des eweiten 
nacn sioh zieht. 

(Beispiele: M,-(-l) y , also: ,_!- 0, s, m -l, Hm^--0; da- 

v i i - ' ^ "*" 

gegen: liniu,," 1, lim = + !. 

n-fr-oo n->oo 

Feraer: u v - ( !)" Ig ((v + l)(v + 2)), also: 

1.3.3 4 . (2m 1) 2 
i i-lg,., A 6 . 2m 

,12. (2m-l 



_ 

d h. S B ( l) n lg(+2), hm^=0; dagegen: Hint*,, oo, limu n +00.) 

M _^JM 7i _i_ , *. ^^fc_* 



n-voo 
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2. FaBt man speziell den Fall ins Auge- hm w n = 0, so liefert die 
Relation (4) den folgenden Satz: "' >ao 

Fw jede trnendhdie Eeihe mit schhefilwh gegen Null kon- 
vergierenden Gliedern u v ist. 

(6) 



n->oo 



M-j- 



insbesondere also auch dann, wenn die Reifo eigenthch diver- 
giert od&r ein unendhches Qreneintervall besitet A ) 

n 

(Beispiel: K,-, also: s^ und: hm- 



sioh leiont mit Hilfe des Resultates 34, S 207, Gl (9) verifizieren laBt. 
Darnaon hat man namlich lim (s n Ig (w + 1)) = y also : lim ^"^^^ . Q, 

n-Voo -> +l 

und wegen: lim -~rr^ 0, schlieBlidi auch: lim ^- 0) 

->oo **-T* n-- W + 1 

Schreibt man femer in Gleichung (4) s v statt u v) so ist die fttr 
ihre Gttltigkeit erforderliche Bedingung, dafi hms s im weiteren Sinne 

*->-oo 

existieren solle, gleichbedeutend mit der Kowoergene oder eigentlichett, 

00 

Divergene von ^ru v . Man erhalt also den Satz: 



o 

Fur jede Jconvergente oder eigenthch diver gente Eedie 
die Seeiehwng: 



oder anders geschneben: 
(6.) i. m ( + *') "+ ".+ 

- f 71-- A 



1st nun speziell ^u v Iconvergent, also lim (1*0 + ^+ + wj cewe be- 

n->eo 

stwnmte Zalil, so laBt sich die letzte Beziehnng auch in die folgende Form 
setzen: 



1) Im Falle der Konvergene bsw Exiatenz ernes entUtcAen Qrenzmtervalls ist 
die Beziehung (6) offenbar Belbatverstandlich. 



Nr S 46 Anwenduxigen des Cauchyschen Grenzwertsatzes 307 

oder auch, wenn man alles unter den Nenner n 4- 1 bringt and schlieB- 
hch noch, der Symmetric zu Liebe, diesen durch n ersetzt: 



(7) 



.+ 



3 Nach dem eben gesagten bestehen far jede Jconvergente JEteihe 

o 
sofern man deren Summe mit s bezeichnet, die beiden Beziehungen: 

(6) lun * + *t + +s " = s (a L irgendeiner bestimmten Zahl) ? 

n->oo n-\-i 

(7) lim L*l* +_ +JLJS - 

fl->eo n 

Jede dieser Beziehungen ist also eme notwendige fdr die Konvergenz, 
aber keine dtlein erweiat sich als ausreichend Der Bedingung (6) ge- 
nilgen z. B unendlich viele mnerhalb endlicher Grenzen ostnttierende Reine 1 !!, 



_i)i) ? der Bedingung (7) jede dwergente Eeihe, fflr welche 
hmn-M fl = ist. 8 ) Dagegen sind bade Bedmgungen, susammen auch 

->-oo M 

hinreichend dafur, daft u, konvergiert, und ewar gegen die 



o 



Summe 8 Eraetzt man namkch in (6) den Index n durch n 1 und 
beachtet, dafi* 

*o + s i + ---- h *_!= MM O + (n- 
so folgt durch Addition von GL (7): 



d h: 



1) Man findet in dieeem Falle. 

1 , m VAl_fs_J_. 



Z B. *= J , TgL 48 f Nr 8 am Ende (8. 828). 
11 n Ign 
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Es flei noch ausdrilcklich bemerkt, daB aus (7) allemal folgt. 

lira tt 0. 



Ersetzt man namlich in Gl (7) n durch (n 1), BO folgfc, daB fUr jedta 
beliebig Heine > bei passender Fixierung einer untoren Schnmke 
fftr n die Ungleichung besteht: 



Da sodann auch: 



so folgt durcb Subtraktion: 

| M - w n | < (2 1) , also a fortiori: \ u n \ < 2f , 

d h schlieBhoh: 

lim . 0. 



4. Die Konyergenzbediugung (7) gestattet noch die folgende Ver 
allgemeinerung. Nach dem allgemeinen Grenzwertaatze 37, Nr. 4 (8. 231, 
GL (17), (18)) hat man: 

(8) hm 

n->oo 

falls der rechts auftretende Grenzwert endlich aubfiillt und die l r den Bo- 
diugangen gentlgen: 






(9) hm|6j-oo, fini 



oo 



Setzt man jetzt: 



BlBO: ^ 



80 hat man zunachst: 



und, wenn man hier der Reihe naoh v 1, 2 ; , n substituiert und die 
betreffenden Gleichungen addiert; 



<,- 

1 



Duroh Einftthrung der Beziehungen (10) und (11) in Gl. (8) nimmt 
der obige Grenzwertsatz, wenn man nooh beachtet, daB lim J zu 
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,zen ist ; die folgende Form an: 



fern lim s n als ettdfecte Zahl extsfoert und die 6 r den Bedmgungen (9) 

n->oo 

nttgen. 

Die auf der linken Seite von GL (12) auffcretende Summe lafit eioh 
ji aber in folgender Weise umformen 1 ): 



1 

n-1 



iraus folgt weiter. 

n 

3) Lmi ^^-^-O^v-i-lim^-limf 

n->oo u * *- J n->eo n->en "n 

id somit durch Vergleidmng mit (12): 

n 

4) lim 1 (6 oSo +^ & .( s . ~ s -i)) - 

- u \ * / 



Setzt man schkeBlich. nooh: 

S w , im tibrigen: s v a,_ t M V 



so: 



>da6 jetzt die yorausgesetzte Existene ernes endlwhen lims B mit der 

JI-VOB 

'onv&rgena der Beihe ^w y zusammenfallt, so liefert Gl. (14) die folgende 
erallgemeinenmg des Satzes GL (7): 

Fur jede Ttonvergente Reihc ^u v ist. 
L5) lim 5 ^' + ft j\+ + 6 " U "-Q, 

n * 

->OB " 

so/ern ^ Z> r <ien Bedingungen (9) genugen. 



1) tJber die hierbei bentitzte, yon Abel hexrflhrende Transformationsmethodft 
jl 69, Nr. 4. 

PI li-M Vnrl nno n T 9 21 
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Da das letztere spezieD fflr jede positive, mit v monoton (niemals ab- 
nehmend) ins Unendhche wachsende Zahlenfolge (M v ) der Fall ist 1 ), so 
ergibt sich noch' 

Fur jede konvergente IteiJie ^u v ist: 
(16) lim M . ^kf s^s 

->oo ai n 

Die spezielle Annahme M v = v fQhrt dann wiederum auf Gl. (7) 
zurttck 



Kapitel IL 

Reihen mit lauter positiven Gliedern. 

46 Allgemeine Eigenscliaften. TJnlbedingte Eonyergenz. 
Summen nnendllch yieler Reihen mit positiren Gliedern. 

1 Wir betradhten znna<5hst unendliclie Reihen von der Form ^a v , 
wo fQr jeden endlichen Wert v des Stellenzeigers: a r > ist a ) Eine 
solche Reihe kann offenbar nor konvergteren oder eigenthch divergwen 



(namlich nach -f oo) Denn die Zahlen s n = ^ a v bilden hier eine mit 

o 
wachsendem n monoton eunehmende Folge, sodafi lim s n entweder emen 

n->oo 

bestimmten positnven Wert besitzt oder positw unendkch graft wird. 

Darans folgt insbesondere, dafl bei Reihen dieser Art stets auf die 
Konvergene Ton ^a v geschlossen werden kann, sobald nur feststeht, daft 



Werte von n unter aner festen Schranke bleibt. 
o 

Und ferner. Ist JJa, Iconvergent, so Iconvergiert anoh jede Reihe von 
der Form ^^y warn (m r ) eine beliebige aus der Reihe der Zahlen v 
herausgehobene Zahlenfolge bedentet. 



1) Ygl. 87, S. 281, PuBn. 1. 

2) Der Yollst&ndigkeit halber eei bemerkt, dafl die Eesultate dieses Fara- 
graphen offenbar anoh gtlltig blefben, wenn eine leltdnge (eventuell anoh unbe- 
grenete) Anzahl von Gliedern Oy ist Daa gleiche gilt bezdghoh der sog. 
Divergenz- nnd Konvergenzkntenen erster Art ( den folgenden Paragraphen), wah- 
rend bei der Bildung der Kntenn eweiter Art die a v als durchweg von Null t>er- 
schieden anzunehmen Bind. 
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Wakrend hiemach jede aus einer Jconvergenten Reike (mit positiven 
Gkedern) kerausgekobene Reihe mederum Jconvergiert, so darf man mckt 
etwa sckkeBen, daB jede aus emer divergenten Reike ^a r kerausgekobene 
Reike auck diver gieren miisse Dies gilt nur dann okne weiteres, wenn 
die Glieder a v stets oberhalb einer festen Sckranke bleiben 1st dagegen 
hm a v = oder aueh nur lim a v = 0, so lassen sick aus der dwergenten 

y+ao v->co 

Reih.e ^a v stets auch (unbegrenzt viele) Tconvergente Reihen herauslieben 
Denn nimmt man eine konvergente Reine ^c v mit positiven Ghedern 
ganz, willkUrhch an ; so kann man aus der Folge (a r ) erne andere (a m ) so 
herauskeben, daB a my < c v (v = Q, \, 2, ) und daker ^a mv Iwwoergiert 

OB 

(So lassen sick z B aus der div&rgenten Reike ^> unendlick viele 



Icowvergente Reiken von der Form x? ? kerauskeben, wo ni jede ganze 
Zakl > 1 bedeuten kann ) o 

2 Es ersckeint wicktig, festzustellen, daB die Konvergema einer Reike 
der betrackteten Art, sowie auck der Wert Hirer Swmnie durckaus undb- 

oo 

hangig ist von der Anwdiung der Glieder, d k : 1st ^? a v ** ^-> so ^ s ^ 

oo 

auck stets ^l a n = A, wenn man unter (w v ) eine Zakleiifolge verstekt, 



o 

die aus der Reike der Zaklen 0, 1, 2, ; v t m der Weise kervorge- 
gangen ist, daB yede Zakl v einmal und nur emmal in der Reike der 
Zaklen v vorkommt 

Man pflegt dieses kiirzer so auszusprecken: Erne /konvergente Reihe 
mit positiven Gliedern ist stets unbedingt Convergent. 
Urn dies nackzuweisen, werde gesetzt: 
k t 

(i) ,2k- A, 2^-4 

o o 

Bedeutet dann (i eine bekebig groBe positive ganze Zakl, so kann man 
stets erne positive Zakl v ^ ft, flnden, sodaB A v aUe Glieder entkalt, welcke 
in A vorkommen. Daker ist fur jedes p : 



(2) 

woraus sofort die Existenz emes besfammten lim A^ = A' t also die Kon- 

jU^OO 

vergews von 2 a n resulfaert. Zugleick ergibt sick aus Ungl (2), daB. 

(3) AA 

si* 
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Andererseits ki"m man, naohdem jetzt die Konvergene der Eeihe 

BB OP 

'va n bereits feststeht, die ursprttnghche Eeihe ^.*0 r als eine Urn- 



o o 

ordnung dieser letzteren betrachten und sodann in analoger Weise er- 
schliefien, dafi: 
(4) A^A'. 

Durch Kombmation von (3) nnd (4) ergibt Bioh daher: 

(6) A' -A, 

d la. sohliefilich: 



(6) xr *% xr "v > 

o o 

womit die Eichtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung er- 
wiesen ist 

Zugleich folgt hieraus ohne weiteres, dafi eine Eeihe mit positiven 
Q-liedern, welche in irgendeiner Anordnung divergwrt, in jeder Anordnung 
divergieren mufi. 

3. Man kann den Begriff der )J Uniordnimg tt emer unendlichen Eeihe 
auch nooh wesenthch weiter fassen, als zuvor. Jede unendliche Eeihe 
lafit sich ja nach Art jeder beliebigen unbegrenzten Zahlenfolge (s 39, 
S. 247) in irgendeine lestiwmte oder auch in eine unbegrenete An- 



zahl von unendlichen Reihen zerlegen (z. B. ^ ct v in die n Partialreihen: 

00 CO 00 

, mit Benutzung des 



00 

Beispiels in 39, Nr. 1 (S, 249), in die uribegrewte Anzahl von Partial- 



reihen: 

000 

deren Gesamtheit zunachst rein formal eine Umordnung der urspriing- 
lichen Reihe darstellt, insofern die Glieder beider Anordnnngen sich 
gegens&Mg etndewtig entsprechen Es besteht dann aber auch der fol- 
gende Satz: 

Zerlegt man erne konvergente Reihe mit positiven Gliedem: 

00 

-4- w> cine bestimmte oder unbegrennte Arnold (n bzw. oo) 



o 
von Pwkakreihen, so Iconvergiert jede derselben gegen eine teshmmte 
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Swnme A^ (v 0, 1, 2, '), und die Gesamtsumme der 
svtet den Wert A, d.h es tst: 



Urn diesen Satz gleich ffir den allgememeren Fall einer uribegrensten 

Anzahl von Partialreiien zu beweisen, moge die vorgenommene Zer- 

os 

legung von ^fl,, durch. das folgende Schema dargestellt werden: 



wobei allgemem: 

(8) fl + a t + a | W+ + a}* - ^W (** " * / 2 ' " ') 

9 9 J * 

gesetzt werden moge. 

Alsdarm folgt zunachst aus der Konvergenz der ursprungliohen Reihe, 
daB auoh jede Partialreme, msbesondere jede solche, welche eme Ze*le 
des obigen Schemae bildet, famvergieren muB ; sodafi man setzen kann: 



09 

o 

Man kann nun wiederum einer beliebig klein vorgeeckriebenen po- 
sitiven Zahl eme positive ganze Zahlj) so zuordnen, dafi: 

9 

(10) A-A f <8 (wo: ^-^a v ) 

o 

wird, sodann zwei positive ganze Zahlen m, n so fixieren, daB der Aus- 
druck: 



(d h. diejenige Summe des Scnemas (7), welche begrenzt wird duroh die 
Glieder der (m + 1)*" 1 Kolonne und der (n + 1)*" 1 Zeile) und umsomehr 
der folgende: 



Abschmtt II Kap II Eeihen mit latter positiven G-kedern Nr 8 Nr &*' 

Glieder entkalt, welche in A f vorkommen. Man hat also mit Be- Sw.0- 

Lsichtigung von TJngL (10): SteJ>' 



t man hier (i tiber alle Grenzen wacksen, so folgt mit Beniitzung der 
51 (9) emgefQhrten Bezeichnung: 



00 / OO 



00 \ 

nimmt Gl. (15) die Form an: 



Andererseits enthalt diese Summe nur eme begrengte Anzahl von 
>dern aus der Reihe J5\ "und liegt daher sicher unterhalb A, sodaB 
doppelte Dngleichung bestent- 

und 



5 Man mtifite eigenthcn nach der f Jlr solche Grenzttbergange geltenden wert- 

;el zunachst achreiben: A ^ AW + + AM Das Gleichheitszeichen der ' 

shemt indessen, falls wirklich uribegrenet viele mcnt durohweg aus 
Hen bestehende Partialreihen vorhanden smd, ftir jedes bestimmte v /16"> 

mtiv ausgeschlossen, da ja A^ + + J. (v) ftir jeden grofieren Wert v 
derum nook eummmt} 
Fflr v > 60 ergibt sich, da infolge der Monotome von 



(17) 

betreffende Grenzwerfc sicker exisfaert, des weiteren aus TJngL (13): 



ndl 

1, da beliebig klem gemackt werden kann ; sckliefihok Es i 

der 

) Jg^W-^L. konc 

o 

dio 
zt man hier nook fur JW semen Wert em und sckreibt: 



JSWG 



(is- 



o o 
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Smd im ganzen nur n Partialreihen vorhanden, so tritt offenbar an die 
Stelle der Ungleichung (12) die folgende: 



woraus dann f tlr /u. > oo folgt 

A ^ A + A + + AM >A-s, 
und schliefilich 

n n OB 

(15 b) 

Hiermit ist zunachst der oben ausgesprochene Satz bewiesen 

Man bemerke ferner, dafi das analoge Resultat offenbar anch gilt, 
wenn man in dein Schema (7) zonachst jede Kolonne zu emer (wegen 
der Konvergenz von ^Sa r stets konvergierenden) Reihe: 



(16) 

o 

zusammenfaBt Alsdann wird auch: 



Die vorstehenden "Besultate smd zunaohst nocb. insofern einer Ver 
allgememernng fahig, als man jede der ^leiben ^a wiederum in eine 
ndlicbe oder unendliche Anzahl von Paridalreihen zerlegt denken kann nsf. 
Es folgt dann in ganz analoger Weise, dafi bei beliebiger Anordnung 
der wacbsenden Snmmationen unmer wieder der Wert A zum Vorschein 
kommen mufi 

4. Es ersoheint zweckmafiig, an ,die vorstehende Untersucbung noch 
die folgenden Bemerkungen zu knupfen. 

Es sei statt der einfach imencttichen Eeike ^a, von vornherem das 
jsweifach unendliche Schema vorgelegt: 



(18) 
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Wenn dann jede Zefte bzw. jede Kolonne eine konvergente Reihe bildet 
und die Reihe der Zeflenswnmen bzw der Kolonnensummen gleichfalls. 
konvergiert, sodafi also: 

00 

>. (18b) 

so stellt das Schema (18), ui diesem Sinne genommen, eine Jconvergente 
Reihe vor, deren emeeJne Grkeder selbst wiederum Iconvergente Reihen sind. 
Andererseits kann man die Glieder des Schemas (18) auf nnendlich 
viele Arten zn emer einfach-unendhchen Reihe anordnen, am einfachsten^ 
indem man dieselben }) nach Diagonalen" geordnet anschreibt: 

(19) < 



<> 



oder auch, indem man die Glieder jeder w Diagonale" zn einem einzigeo. 
zusammenfafit: 

00 

(20) ^ 6,, wo: &, - fl^W + o^- 1 ) + . + a y W. 

o 

Dana lafit Bich zeigen, dafi diese aus den samthchen Gliedern dea 
Sohemas (18) gebildete einfach unendliche Reihe igleiohfalls gegen den, 
Werfc A konvergiert, sobald eine der Gleichnngen (18 a), (18 b) als gtilfag: 
vorausgesetzt wird. 1 ) Besteht z. B. die GL (18 a), so hat man: 



00 00 

und analog, wenn GL (18 b) gilt: 

(Mb) 

sodafi also die aus lauter positiyen Gliedern bestehende Summery & r stets 



unter einer endlichen Grenze bleibt nnd somit die Reihe ^ b v zunachst 

o 
Jconvergwrt, wobei es fireisteht, anch die eweelnen Glieder a als Glieder der 



1) Darans folgt dann nut Beniltzung- dee Satzes von Nr. 2, daB jede einfach 
onendbche Reihe, welohe die a3>mtholien GHieder dee Sohemas (18) enthalt, gegen 
die Summe A Jtonvergtert. Denn jede aolohe Eeihe kann. ja ale eine Umordnung- 
der Reihe (19) un Suine von NT. 2 angesehen werden 
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Reihe aufzufassen (Schema (19)) FaBt man jetzt aber das Schema (18) 
als erne Zerlegung der nunmehr als Tconvergent erkannten emfacJien 
Reihe (19) auf, so folgt unmittelbar aus den Ergebnissen der vorigen 
Nummer, daB- 



(22) 



d. h. - A, 



womit die fragliche Behauptung erwiesen ist 

Da im tibrigen, falls an Stelle der Gleichung (18 a) oder (18 b) die 

00 

G-leichung: ^*b v A vorausgesetet wird, die Existenz der beiden Glei- 



o 



chungen (18 a), (18b) wieder ohne weiteres aus der vorigen Nummer 
folgt, so kann man die bisherigen auf die Konvergenz des Schemas (18) 
beztighchen Resultate in folgender Weise zusammenfassen : 

Von den drei Qleichungen: 



(23) 



o 

00 00 



o o 



. A (EeiJie der Zeilensummen) 



p A (Eeihe der Kolonnenswvmen) 

o o 

zielit jede eingelne die Existene der "beiden anderen 



47 Prinzip der Beihenyergleichung. Allgemeine Torm 
yon Dirergenz- nnd Eonyergenzkrlterien. 

1 Zur Feststellung der Diva-gene oder Konvergena einer behebig 
vorgelegten Reihe (mit positiven Ghedern) dient die Vergleichung ihrer 
Gheder mit denjenigen einer lereits als divergent oder Convergent er- 
..annten Reihe 

Bezeichnet man ^enerell das )} aUgemeine fl J d. h. zu emem behebigen 
Index v gehorige Glied einer als 
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divergent erkannfcen Reihe mit d v oder -g-, 

Convergent c v --, 

so ist leicht zu ersehen, dafi eine beliebig vorgelegte Reihe ^Sa r allemal 

(la) divergtert, wenn: a v+f ^ g d v } 

(Ib) Iconvergiert, wenn: a> v + f <,G'C v \ 

Dabei bedeutet n eine beliebige, aber feste ganze Zahl ^0, p eine gleich- 
falls bekebige, aber feste positive oder negative ganze Zahl einschliefilich 
der Nutt] g und 6- endliche, wesentlich positive Zahlen, von denen 
abrigens die erstere beliebig Klein, die tw&te beliebig grofi angenommen 
werden darf 

Setzt man namlich in jeder der obigen Ungleichungen der Reihe 
nach' v n, n -f- 1 , ,( + p), BO folgt dureh Addition der entsprechen- 
den Ungleichungen: 



aus(la): 

n+q n+g 

aus(lb): 



d. h. 'ffy+p vird infolge dc^- fiber die d r tmd c r gemachten Voraus- 



setzungen im ersten Falle durch Wanl yon n beliebig ^*oy8, im snceiter 
beliebig Klein, woraua die Bichtigkeit der anagesprochenen Benaaptun^ 
hervorgeht. 1 ) 

Setzt man die Ungleichungen (la), (Ib) in die Form 



Konvergen* 
so lassen sich diese -vriederum noch dnrcL die foigenden ersetzen: 

lim D r - a v+f > g, d. h > : Divergent, 
(3) 



>- 



lim O v - a v+f <Z. G- r d. h. m'cW oo: Konvergene, 

v-*-eo 



1) Man tana dieses Resultat anch folgendermaflen. anaspiechen: 
Glewiheettig mit den Beihen ^d v , ^c, dtvergteren bzw. konvergieren anoh 
die foigenden ^g v d v1 ^G,^, wenn die ^ r ^jr>0, die 
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oder etwas ktirzer gesclineben (vgl 36, S 220, UngL (40)): 
lim D v a v , > Divergent, 

V-VOO *^ 

, a v+1 ,<oo: Konvergenz.^} 



(4) 



Die in den Ungleichungen (1) (4) zur Entscheidung der Divergenz 
oder Konvergenz von *Sa Y dienliQhen Beziehungen werden als Divergene- 
bzw E.onvergenehnt&nen und zwar zum Unterschiede von sogleioh noch 
naher zu definierenden anderen Formeu als Kntenen erster Art be- 
zeichnet 

Em Knterium von der Form (4) wird offenbar versagen, falls fQr 
die getroffene Wahl der D v , O v gleichzeitig: 



(5) 



Die MbgltcKkeitj in einem solchen Falle wvrkscmere Kritenen aufzu- 
stellen, wird gegeben sem, sofern es gelingt, stets eine divergence Reihe 

p, , bzw. eine Twnvergente "*? -^r anzugeben ; sodafi 



hm C a oo 



(6) 

nnd daher auch: 



a v+ , also moghcherwetse. liniD/ a r+ >0, 

V-*a> 

a v+p , hm C v '-a v+f <oo 



1) Anders ausgeaproohen Jede Beziehung von der Form 
^V, ,+,- 

->-oo f 

"bildet eine woftondtflre Bedingtmg fflr die Eonvergenz, jede von der Form 



eine notwendige Bedingung fBr die Divergent der Reihe ^a, Dabei mnfi also, 
wenn die betreffenden Gfrenzwerte tiberhaapt art^iieren, im ersten Falle geradezu: 

lim I5 y - 0, 

r-Voo ^ 

im zweiten* 



lim C' a . oo 



Bern 
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2. Statt die GUieder a v+p direkt mit den d v , c v zn vergleichen, 1st es 


nicht eelten fur die Rechnwg leguemer, den Qnotienten v -*- (welcher 



offenbar fiber die relative Ab- oder Zunahme der Eeihenglieder ent- 

d c 

scheidet) mit ~- bzw. in Beziehung zu setzen. Hierzn soil der 

rf r+l fl +l 

folgende Hilfasatz dienen: 

Sind (p f ), (g v ) gwei wtbegremte Folgen positiv&r ZdMen. 
(die fUr v > <x mch den Grengwert hdben dwrfen) und tst 
fib v^n: 

(8) ?ttl^*!, 
v ' 1, ~ t, ' 

so gilt fur v ^ n rfte Beeiehung: 

(9) A^*-ar, 

too % owe ^ewsse _post^ue ZaM bedeutet 
Beweis. Aus der YorauBBetznng (8) folgt zunachst ffir v ^ n: 



und daher, wena man v sukzessive die Werte n, (n +1), , (w + 9 1) 
beilegt: 




oder. wenn man -2- jk aetzt- 



((,-0,1,2,-.), 
+ 

also: 



3. Yon dem eben bewiesenen Hilfsaatze machen wir nun in der 
Weise (Jebrauoh, daft wir einmal p f a, +p , q v D^" 1 , das andere Mai 



Alsdann ergibt sicb: 1st fUr v ^ n 

/, T) 

, so folgt fflr v^w: 
(10) 



d. h 2* 
' flr 4-9 1^ T ' ^V"S ^" ^ ^< a i Twiwergvert* 



(11) 
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Oder, anders gescnrieben, es folgt aus: 

D v a v+p D v+ i ^ : Divergent 

G v a v+p C r+l ^ Konvergene 

Daraus gewinnt man als htnreichende Bedingungeu: 

fttr die Divergent: lim (D v ^^ D >+1 ) < 0, 

r->OB \ "v+p+1 / 

(a , \ 

C v ^^ C v + l) > 0. 



(12) 



Die in Ungl (10) (12) enthaltenen Knterien sollen als Eritenen 
ewGiter Art bezeichnet werden. 1 ) 

Bezilghch der Stellung dieser Eritenen etveiter zu denjemgen erster 
Art sei hier folgendes bemerkt Aus der Art inrer Ableitung, bzw. aus 
den unter (10) zusammengestellten Ungleicbungen erkennt man ohne 
weiteres, daJJ jedesmal, wenn ein mit einem gewissen D v bzw C r zu bil- 
dendes Kritenum eweiter Art eine Entsoheidung liefert, das gleiehe auch 
von dem entsprechenden (d. h mit dem namlichen D v bzw. O v gebildeten) 
Kntenum erster Art gilt. Das Umgekekrte findet dagegen keweswegs 
statt, d h die BJritenen tweiter Art konnen in unendlich vielen Fallen 
ycrsagen, wo die entspreclienden erster Art erne Entscheidung liefern 

Denn ist etwa: 



. l . ., - _ 

->oo a 



in welchem Falle also diese Ejitenen versagen, so kann immerhin fur 
v ^ n durchweg eine Beziehung von der Form bestehen: 



bzw. 



1) Man kann diesen Kntenen, wie haufig geaohieht, auoh. die (dnioh Multi- 
phkaiaon mit * >+p t 1 ana (11) reBultaerende) Form geben 



* 




) < , Divergent, 

I 

Konvergenz 
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anders geBchrieben: 



77 - 





woraus dann (s. tTngL (10)) allemal folgen wttrde 



d. h das mit dem betreffenden D v bzw. (? gebildete Eritenum erster Arb 
von der Form (4) liefert in diesem Falle eine Entscheidung, wahrend das 
entsprechende Eritermm eweiter Art von der Form (12) versagt. 1 *) 

Angenommen ferner, man habe fOr irgendein yorgelegtes a, bei 
passender Wail von D r : 

(12a) E 



sodafi also dnrch. dieses Kiitenum die Divergent der Reihe *a v angezeigt 
wird Aus Ungl (13) folgt alsdann, dafi schon ffir alle v von einem be- 
stunrnten Index v = in ab eine Beziehung von der Form bestehen mufi: 



und somit: 

(13) ,+ 

Setzt man hier der Reihe nach v m, (m + 1), , (n 1), (wo n > w), 
so folgt durch Addition der entstehenden Ungleichungen' 

n 1 n+p 

(14) ^ B - 



and hieraus fttr hm w = oo , wegen der Divergenz von ^a v 
(15) bmD.-fli.^-oo. 

->CO 

D.h 

JJIfewaZ, weww dfas Divey^ew^Jnfenww ^toezier Jlr< (12) 

ewe Entscheidung Irfert, so Tcommt ~bei dem DivergeneJontenum 
erster Art (4) der Grewwert oo gwm Vorschew. 

Daraus folgt dann welter, dafi das Divergenzkntermm eueiter Art 
von der "Form (12) in jedem anderert Falle versagen mnfl, insbesondere 



1) Daa Veraagen dei Kntenen (12) rflhit also in dieaem Falle nui yon aer 
der itwittes her, -wahrend die entepreohenden Kntenen in der ureprilng- 
hoben Form (11) im gleichen Falle eine EntBcheidnng liefera 
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also auoh dann, wenn limD w a oder auch nur lim D a a^ zwar von' 

n-> Ty B -I^ +* 

JTZZ verschicden, aber ewdZ& ausfallt und somit das DiYergenzkntenum 
arster Art (4) erne unzweideutige Entscheidtmg liefert. 1 ) 

(Beispiel: Da die Reihe ^~ bereits ala divergent erkannt wurde, 
so kann man setzen: D y = v. Ist'dann etwa: a r+p - V"\ so wird: 



r->-oo 



woraus die Divergent der Reihe ^a v unzweideutig herrorgeht Anderer- 
aeits hat man: * v +* *~ ... und daher: 

l)( v + 2 )-( V + l))-0, 



eodafi also dieses Kriterium von der Form (12) tersagt) 

4 SchlieBlich ist aber noch ganz besonders heiTorznheben, daB der 
oben bewiesene, zur Bildung der Kriterien eweiter Art dienende Hilfssatz 
teineswegs umkehrbw ist: die Zahlen a t+J9 konnen offenbar durchweg 
tfbet bzw. unter den Zahlen d v bzw c v liegen, ohne dafi zwischen den 

Quotienten (Zu- oder Abnahmeverhaltnissen) t -^- einerseits und 



c 



bzw andererseits irgendudche feste BeeieTiung besteht *) 
c *+i 

Der Grand, warum man nichtsdestowemger neben den Kriterien 
erster Art solohe eweiter Art in die Betrachtung emffthrt, liegt ; wie sohort 
oben angedeutet, ledighch darin, dafi sie gerade bei vielen in der Funk- 
tionenlehre auftretenden Beihen ein "beguemer zn ermittelndes Resultat 

a 
geben, namlich allemi.' dann, wenn der Quotient sich in erheblich. 

a r + l 

einfacherer Form darstellt, a^ a v selbst (z. B. wenn: a r = 2 : 'o'J ) i' P*> 



Die oben entwickelten Beziehungen stellen zunachst den etnfachsten 
Typus von KJritenen erster und zweiter Art vor: man kann denselben 
durch geeignete Umformungen auch noch mancherlei andere Formen 
geben, wie spater noch des naheren gezeigt werden soli 



1) Bei dem Eonvergcndmtenum (12) liegt die Sadie etwaa anders a 54, 
Nr 2 am Ende (8. 880) 

2) Vgl. im flbngen 66, NX. 1 (8. 390). 
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Im tibrigen ist dnrch die Aufetellung der Eriterien erster and eweUer 
Art die MSghohkeit derartiger Bildungen keineswegs ewchopft Man 
ktfnnte offenbar auch andere Verbindungen von zwei oder mehr Gliedern 
der Beihe 2 a * m ^ ^en entsprechenden der d v bzw c r vei^fleichen und, 
bei passender Wahl dieser Vertmdungen, SohlQsse auf die Divergenz bzw. 
Konvergeuz von ^a v ziehen. Hiermit ware ftlr die Herstellmig der- 
artiger Kjiterien em v511ig nnbegrenztes Feld erbffiiet: allem gerade 
wegen dieser Unbegrenztheit woUen wir tier darauf verziehten, noch 
einzelne Spezialbildungen ausdrHoklieh durchzufdnren. 

Um nun brauchbare Kritenen erster und gweiter Art wirklick auf- 
znstellen, kommt es nach dem biaher gesagten lediglich darauf an, die 
notigen d r und c r zur Verfttgung zu haben. WIT wenden uns daher jetzt 
zunachst zur Lo'snng der Auf gab e- Atte mogkchen d v und c r , d.li, fypische 
Formen fwr das cXLgmem GUeA jeder divergent^ lew. famoergenten 
Eeihe, aufoufinden. 



48. Biyergente Beihen: d f . Typische Formen der d v . 

1 Eine divergente Beihe 2^ B U urn so schwacher divergent 

* 

je langsamer *}}d, mit n ins Unendliche ?rachBt. 

o 
Um diese Aussage genauer zu praaaieren, werde gesetzt: 



dann nfennenmr die Beihe y*^,, schwacher divergent als die Reihe 
venn: o 

Ws'-^s , d. h Um-^ O. 
> * 

Dabei kann man offenbar, wenn p, 3 zwei beliebig gewahlte naturliohe 
Zanlen bedeuten, dieser Bedmgong aucb die etwaa allgememere Form 
get,- 



(da- i=l- JL und : lim - lim A - 0) 

^ *-* 8 ^ 
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1st dagegen: 



(2) 

g 



(d. h. bleibt ~ zwischen zwei bestimmten positiven Zahlen, oder, anders 

g' _ gf 

ausgesprochen, smd lim-^ lim-- beide endtich nnd wow Null verschieden\ 

n->-oo % n-voo * w 

so sagen wir, die betreffenden zwei fteihen div&rgieren gleicharfog 

Da s n , s n ' mit w monoton ins Unendliche -wacliBeii, so lassen sich auf 

lim ~ die Satze von 37, Nr 2, 3 anwenden. Beachtet man, dafi 

tl 

* s -i " ^ n ; ^ $'_! = <2 n ', so mmmt insbesondere die Relation (7) 
des eben zitierten Paragraphen (S 228) die folgende Form an: 



Daraus folgt aber, daB die Beziehung: 

(4) hm - (anders geschrieben: d^d n , D n r >-Z>J 
->< **/ 

eme hinreicfiende 1 ) Bedmgung f(ir die Existenz der Beziehung (1), d h. ftir 
die schw&chere Divergenz von 2d f ' bddet; und daB die Beziehung: 

(5) d' n d n (anders geschrieben: D^ ~ DJ 



eme hiw&icfande Bedmgung fur die glewhartige Divergenz von 
darstellt ") 

Im ubngen bemerke man, daB die Divergent zweier Reihen Jceines- 
wegs allemal in dem hier naher defimerten Sinne vergleidibar sein mufi 
Mit anderen Worten- durch die Annahme: 



sind keineswegs alle Moglichkeiten erschopft Es konnte auoh sein: 
lim ^ 0, iim > 0, oder: lim -^ oo, lim ^ < oo , in welchen 

n-^oo n ?i->-oo n n-^oo/i n-^ooB 

fallen dann eben die Divergen0 von ^EdJ und ^Sd r uberhcwpt mcht 
vergleichbar ist. 

1) Dieselbe ist aber, wie ana der Beziehting (3) des naheren hervorgeht, teine 
notwendtge Das letztere wQrde nut von der Beziehung gelten 



2) 1st geradezu 

dZ~dn (also D^KDJ 
ao folgt auoh. 

J ^ *- 

J i < IT 1 a n T 9 22 
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2. Alle mbglichen d v Bind offenbar dadurch vottstandig charaktensiert, 
dafi d v positiv und die Summe von (v + 1) Qliedem: (d + ^i+ + <*,.) 
erne wesentlich positive, mit v monoton ins Unendliche wachsende Zahl 1st. 
Beiseichnen wvr in diesem Kapitel eine ZaU dteser leteteren Art ein fur 
allemal mit M v CsodaB also: M v > M v _^ > fflr v 1, 2, S, und 
llm Jf r + oo)> so kann man setzen (fflr v 0, 1, 2, ): 



(6) ^* d x M v (also speziell: 

o 

und daher (fflr v 1, 2, 3, ): 



sodafi (fQr v - 1, 2, 3, ) sich ergibt: 

(?) dr-My-M^, 

d. h. dafl allgemeine Glied d v jeder divergenten Beihe lafifc sich auf die- 
Form (7) bringen. 

Umyekehrt erkennt man aber auch ohne weiteres, daB jede Zahl von 
der Form (M V --M V _^ das allgemeine Glied einer dwergenten Reih& 
liefert. Denn man hat: 



(8) Jtf 

und daher: 

9 

(9) Jf +J(3f v -Jtf v _ 1 ) -lim If.- + oo 



Zugleich ergibt sioh aus der Definition yon Nr. 1, dafi diese Reihe- 
um BO schw&cher divergiert, je langsamer M H mit n ins Unendliche 
wachst. Man kann somit als Resultat dieser Betrachtung den folgenden 
Satz anssprechen: 

Das allgemeine Glied d v jeder divergenten Eeihe laftt sick 
auf die Form: 
(7) ^-Jf^-Jf^ 

bringen; wngekehri ist die Reihe mit dem attgemeinen Gliede 
(3f v -^,-1) stets divergent, und twar um so schwbcher, je lang- 
samer M v mit v ins Unendliche wdchst, 

d. Die Qleichuugen (1) und (9) lehren, dafi man zu einer Reihe mit. 
dem allgemeinen Gliede d r Jtf; -3^ t _i eine schwbcher divergierende> 
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konstruieren kann, wenn man an SteUe der Zanlenfolge ( J,) eine andere 
(M^ von der Beschaffenheit snbstituiert, dafi M V '<M V Nimmt man 
speziell: Jf/ = lg Jf v , so folgt also zunachst, dafi die Reihe mit dem all- 
gemeinen Ghede (Ig Jf,-lg M r _J gleichfalls dw&giertwLt zwar schwacher, 
als JSC-M, JZIf,,,) Nun ut aber nach 38, S 245, UngL (26)- 



(10) 



und hieraus folgt zunacbnt, dafi auch die Eeihe mifc dem ' allgemeinen 
Ghede: 



etets divergent isfc, wahrend man zugleich ohne weiteres erkennt, 
sie schwacher divergiert, als diejemge mit dem allgemeinen Gliede d v 

Was sodann die Reihe nut dem (in der zweiten UngL (10) auf- 
tretenden) allgemeinen Ghede. 

mirt A 

(lib) tf, 



, 

betrifft, so lafit eich deren Divergent zwar nicht aus Ungl (10), jedoch, 
m folgender Weise erkennen. 1st zunachst M v so beschaffen, dafi 
M v _i<^M v1 so wird auch d, ~ S vj sodafi aus der eben bewiesenen Diver- 

genz von ^J r auch die gleichartige Divergenz von ^8 V folgt. 1st da- 

M M _i 

gegen M v _ t -< M v , also: lim *~ oder wenigstens: lim jrf*- 

V->00 "*? V-+-OD -^V 

(NB. jede andere Moglichkeit ist ausgeschlossen, da ja fttr jedes end- 
liche v\ J 3f y _ 1 <J9f v ), so enthalt die Reihe mit dem allgemeinen Gliede: 

_ M _. 

S v 1 -- ~- unbegrenet viele Gheder, die Idiebig wenig unter der Ein- 

^f 

heit liegen, ist also wiederum divergent. 

Hit Bucksicht auf Gl (6) kann man dieses letzte Resultat offenbar 
auch folgendermafien aussprechen: 

Mit der Reihe d v divergiert auch stets die Reihe 



wo: s,- 

o 
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Da aber die zweite dieser Reihen wegen s r > oo stets schwacher 
divergiert, als die erste, so erkennt man, daB es Jceine Rejhe schwaclister 
Divergenz geben kann, nnd daB dieser Satz em Mittel an die Hand gibt, 
um aus irgendeiner divergenten Beihe ^d v eine uribegrenete Skala von 
immer schwacher divergierenden Reihen abzuleiten. 

Man kann mdessen dieses Ziel beqnemer erreichen, wenn man in dem 
Anadrucke d r M v M r _ lt wie oben Ig M v , sokzesBive lg s M VJ lg s M v , - 
an Stelle von M, subsiituiert. Hierbei ergibt sich (fttr /5-=0, 1, 2, ): 

lg*+i M v - lg i+1 3f r _! 

(wobei man nor fQr v einen Anfangswert " jedesmal grofi genug annehmen 
muB, daB lg t+ i Jf fl _i^0 ausfallt) als allgemeines Q-lied einer divergenten 
Beihe. Und da nach 38, S. 246, TJngL (28 a): 



so folgt, daB die Reihe mit dem allgemeinen Gliede- 

i 8 pe Z1 eU: *. 



gleichfalls divergiert, und zwar erkennt man mit Benutzung von (4), dafi 

00 

die Reihen JJS d v fttr fc 0, 1, 2, eine wribegremte Skala von sukeesswe 



sdiwacher divergierenden Eeihen bilden. 

Unterwirfb man die M v noch der Bedmgung: M v _ l ^M vJ also auch 
AW-i) ~ AW) (vgl- S. 246, 247, Fonnel (29) und (31))," so gilt das 
gleiche, wie von den d v , offenbar auch von den Ausdrticken: 




Wahlt man in (12) apeziell: M,=-v + l odr in (18) M, v, so wird: 
(14) ,_3^_^ (J-0,1.2,...), 

aodaB also die Reihen nut dem allgemeinen GHiede: 



me Skala von bestandig schwacner divergierenden Beih,en bilden, 
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4 Der im voiigen Artikel als das allgemeine Glied einer divergenten 

M M 
Reihe erkannte Ausdrnck. v ,. bildetntm ; geradeso wie M v+l M vt 

eine typische Form, in welche sich das allgemeine Glied jeder divergent 
Reihe setzen laflt; nnd das analoge gilt mit einer unerheblichen Ein- 

schrankung auch fflr v M v " 1 

V 

Denkt man sich namhch S v als Glied einer divergenten Reiie be- 
liebig vorgelegt, so ist das Produkt: 



nnd wird daher fdr v > oo unendlich grofa da es aber aufierdem, 
wegen- 1 + tf y > 1, mit v monoton zunimmt, BO konn man setzen 



nnd daher: 

woraus durch Division sich. ergibt: 

1 j. A 
1 + d v 

also schlieBlich: 



Mv 
f 



_ 



Dieses Besnltat lafit sich noch in gewisser Beziehung verallge- 
meinern Versteht man unter K erne gane beliebige positive Zahl, so diver- 

giert mit der Reihe 5! ^y aucn s * e * s ^ e I^ 1 ! 16 5) ~f ' ^^ Grand des 
eban gewonnenen Resultates kann man daher setzen: 



also: 

/ 1fi N 
(16) 

d. L. 



Das allgemeine Glied jeder divergenten Eeihe Idfit sich stets 
auf die Form (16) bnngen, too A eine TxlMbig ansunehmende posi- 
tive Zahl bedeutet 

Bezeichnet ferner 8 r das allgemeine Glied einer divergenten Reihs, 
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deren Glieder fur jeden Wert v kleiaer als 1 sind (^ahrend lim d v bzw. 

_ r->-eo 

lim d r erentuell auch den Wert 1 haben darf), BO 1st offenbar auch 

___ 

~=- eine dweraente Reihe (wegen: < 1 9 V < 1 , also:" - > 1). 
Infolgedessen kann man naeh GL (15) setzen: 



also: 

1 1 

" *" " 



und man findet daher: 
(17) 



als weitere typische Form ftir das allgememe G-lied jeder divergenten 
Reihe, deren G-lieder fttr jeden endliohen Index unter 1 hegen 

Bedeutet dann Bchliefihch SJ das allgememe Glied emer diyergenten 

Reihe mit der einzigen EmBchrankung, dafi lim<J/< oo, so existieren 



allemal positive Zahlen Ji von der Beschaffenheit, dafi durchweg: 

8 f 9 r 

also ~<,1. Alsdann ergibt sich aber durch Anwendung von GL (17) auf - : 

(18) t.'~l. M "~'- 1 



als typische Darstellungsform aller mo^lichen d v ' f fflr die nicht gerade 
lim dj oo ist. 



49. Konrergente Beihen: 22 c v . Typische Formen der c r . 

oo 

1. Eine Jsonvergente Reihe ^Zc^ s soil nm so schwach&r Convergent 



\ 

heLQen, je langsamer s n ^ e y mit unbegrenzt waohsendem n der Grenze 9 ; 

o 
zustrebt, d. h. je langsamer die DLfferenz: 



8 8 n * ( ftls de 

n + 1 

it unbegrenzt wachsendem n gegen .ZftrfZ konvergiert. 



I ,' 
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man etwa: > c/ *', >* c/ s n , so wird hiernach dieae Reihe 

o o 

schwttcher konvergent heifien, als die Reihe ^jc v , wenn; 

o 
* i .* ' 

{!) s' S B ' >- s 8 n , d. h. lim __ * oo . 

TTnd die beidoii Reihen Jconvergteren gteichartig, wenn: 

(%) $' 8^8 8 r d. h. 



--*5 -"* 

Da 5 H , s^ monofon eunehmen, also s , a' * n ' monoton (gegen Null) 
<tfmehmen, so gelten fttr him* ~* n die Satze des 37, Nr 2, 3 (S 226 

11 "^ oo w 

bis 229) nnter dem Tezte Beaohtet man, daB: s s n _ 1 (8 O "" 
s n s n _i c n usw , so mmmt jnsbesondere die a a. 0. mit (7 a) be- 
zeichnete Relation die folgende Form an: 

wVoo H n-^Qo A n -Vdo ft n -^oo W 

Daraua folgt aber, daB die Beziehung: 

c' c' 

(4) lim oo bzw. < lim < oo 



(also: <> C B , C: < OJ (also: < - c., 0J - OJ 

t Ine hinrevchende Bedingung dafflr bildet, daB J^V schwdcher als 
bzw. gleichartig mit ^ 



1) Dieser beaondere Fall aer Satze des 37 kann auoh. leioht fto rich be- 
wiescn werden, eodafi e> also nicht nnbedingt notwendig encheint, anf jene all- 
gemeuieren Sake zu reknmeren. 1st ss. B c^~c m , so hat man, etwa fflr *>n 



g c v < c^ G c v 

ff(* 4. * ) - 

alao: 

9i 
Hioraua fflr 9 r*- oo : 

5 
1 tmd Bchiiefllioh- 

Analog ini Falle c/, >- N 
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2. Die Qlieder c v einer beliebig vorgelegten konvergenten Reihe 
mit der Snmme 8 sind dadurch voile tandig charakterisiert, dafi S S Y 
(wo : s v c + c, + + tf v ) mit unbegrenzt wachsendem v monoton gegen 
Null abmmmt. Infolgedessen kann man setzen (fflr v 0, 1, 2, ) 



also (furv-1, 2, 3, ): 

s s^ 



Subtrahiert man die erste dieser Gleichungen yon der zweiten, so folgt 
(mit BertLcksichtigung der Beziehung: $*,_! + ) 

(6) C, Iff TET "" if' a//" 1 ' 

-"S/-1 -ir "'v -y-l 

Umgekehrt ist die Reihe init dem allgeineinen Gliede (-^ ,, 

stets Convergent. Denn man hat: r ~ 1 



r,_ t jf,; M Q M n > 

iind daher: 



Zugleioh lehrt GL (7) ; dafi die fragliohe Reihe auf Grund der in Nr 1 
dieses Paragraphen gegebenen Definition um so schwacher konvergiert, je 

langsamer mit unbegrenzt wachsendem n: -^- der Null znstrebt, also M n 
ins Unendliche wachst. Somit ergibt sich der folgende Satz: 

Das aUgemewe Glied c v jeder Jconvergenten Eeihe laftt sick 
auf die Form 

^ 9 > ' - 5^fe~ 

Iringen; umyekehrt tst d^e Reihe mvt dem aUgemeinen Ghede 
M M 

-jf ... stets leonvergent, und ewar um so schwacher, je lang- 
samer M v md v ins Unendlwhe wachst. 

^-, 3f M _i 
3. Um also aus irgendeiner Tconvergenten Reihe ^ ,.. ^ M v un- 

^J JxL v JxL v _i 

begrenzt viele schwacher konvergierende abzuleiten, wird man wiederum 
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nur an Stelle von M 9 solche M v r zu substituieren haben, welche mit v 
langsamer ins Unendliche waohsen, als M v . WIT setzen nun zunachst: 



. _ 



so wird offenbar filr p > die Reihe 2, s * e * a konvergieren Um die 
Abnahme ihrer Glieder nut derjemgen der c v zu vergleichen, findet man 



i 





Fur jedes endlicbe v hat der Faktor _ " wegen q v < I einen 

1 "v _ 

"bestunmten posifaven Wert 1st sodann auch lim q v < 1 (bzw. lim q v < 1), 

v->oo y-yeo 

so besitzt jener Faktor fttr v * oo gleichfalls einen bestimmten posi- 
tiven Ghrenzwert (bzw. zwei bestimmte positive Hanptlimites). Und iefc 
hm q v 1, so hat man nach 37, S 236, GL (37): 



, 

Lm 



(bzw falls lim &, a < 1 , lim q v 1 sem sollte, so ergeben sich fur 



a _ die wesenthch positnen Hauptiimites: 1 _ a und p) Man findet 

somit in jedem Falle aus Gl (11) 

/ 

oder anders geschrieben: 



und man kann daher wegen der Konvcrgenz yon ^c/ den folgenden 
Satz aussprechen: 

Es Iwwvergiert stets die Eeihe mit dem aUgemeinen Gtiede: 



fur p>0, und gwar offmbar schwdcher, als 
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ubrigens einschlieBlich v > oo endliche und von Null verschiedene 
positive Zahl bedentet, ohne weiteres durch die folgende ersetzt werden: 



aus welcher dann schlieBhch als hinreiohende Bedingung sich ergibt: 
(7) bm (C v a, +p ) l '< 1: Konvergene 

Bezeichnet man nun mit (2?,) eine gone "bdiebige uribegrenete Folge 
positwer ZaJilen, so muB ^B r ~ l entweder dtvergieren oder Twvwergieren, 
d. h. die B v gehSren entweder der Klasse der Zahlen D v oder derjemgen 
der C v an. Infolgedessen kann man aber die in (6) und (7) enthaltenen. 
vdllig gleichwrtig gestalteten Konvergenzbedingungen folgendermafien zu- 
sammenTasseu: 

Die Iteihe Sa r ist Convergent , wewn ewe positive Zcihlenfolge 
existiert, sodafi 

(8) 

Es ist dies em Konyergenzkntenum erster Art, welches durch die 
schwerlich zu uberbietende Allgememheit seiner Form merkwurdig er- 
schemt und in dieser Hmsicht das vollkommene Analogon zu deni spater 
zu erwahnenden ( 54 ; Ungl. (J), 8 379) Eummersohen Kriterium (ssweiter 
Art) bildet. Man kann ihm durch tfbergang zu den Loganthmen der 
beiden Ungleichungsseiten (nach Analogic des Konvergenzkriteriums (E)) 
auch die Form geben. 

1/7J . \ 

(3) 



51 Beispiele fttr die Aiiwendung der Krlterlen erster Art. 
Diyergenzmafi der Eeilien: 



V 

Legendres Ann&hernngsformel f&r die Hftufigkelt der Prlmzahlen. 

1. Es ser 
(1) a r-^= 1 ~ (v-1,3,8,.-.). 

V V IH 

v v 

Man beinerkt zunachat ; dafi die Giieder dieser Eeihe durchweg wrier den 
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g 50 Die Kriterten erster Art. 

1. Da das allgememe GUied jeder divergenten bzw konvergenten Reihe 
in der Form: 

l M v M v _ l 

V V 1 

M V M V _ 1 1 



l>m w "" ' , +p - bm D, - a, + > : Divergent, 

Jtt ~~ *" 



ku -*/ J l - <*>**.<> - bm AT, D, a v+p < oo : Konvergene 



~ _ J^~D~ 8 49 > S 332 ' ^ (6) ) 

enthalten ist, so mussen sich. dtte uberhaupt existierenden Kntenen erster 
Art in die Form setzen lassen: 



(A) 



(wobei es offenbar noch freisteht, die linke Seite mit einem gems Idiebigen, 
nor flr jedes v oberhalb und unterhalb gewisser positive? Zahlen bleiben- 
den Faktor zu multiplizieren, also den links stehenden Ausdruck durch 
einen mfimtar ahrilwhen zu ersetzen) 

Da aber die Reihe mit dem allgememen Ghede ^- ftir jeden 

M v Mf^ 

positiven, msbesondere also schon fur jeden leliebig Icleinen positiven Wert 
von ( (nach S 333, Gl (13)) Iconv&rgiert, so ersohemt es fttr die Konvergetut 
von ^a v schon hmreichend, wenn fttr irgendetn (beliebig kleines) p > 0: 
JT If, J? , 



-wird eine Bedingung, welche fttr jedes Q < 1 offenbar weniger ver- 
langt, als die entsprechende unter (A), und die somit eine Yerbesserung 
des betreffenden Konvergenzkriteriums darstellt 

jLf mr 

Berfloksiohtigt man ferner, daB auch: '' M "~ l das allgemeine 
Glied emer dtoergenten, "~ *"- dasjenige emer konvergenten Keihe 



bildet, so kann man auch statt dee Divergenzkriteriums (A) und des 
Konvergenzkriteriums (A 7 ) das folgende Poor von jcorrespondierend&t 
Kntenen aufstellen. 



(B) 



li m y a v = hm D v ' -a v+f >0: Divergent , 

V ^^ 00 *^^V f " I ^ ^^ 

hS_f^L- a y . -hm"^.J>;.a, +J ,<oo: Konvergene. 
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Urn hieraus eine Skala von wn/mer wirksameren Kritenen abzuieiten, 
hat man nur fur M, sukzessive langsamer ins TJnendliche wachsende 
Zahlen M v ' einzusetzen. Dabei erscheint es offenbar zweckmafiig, die znr 
Bildung des Anfangslcnteritms dieser Skala zu verwendenden M v in be- 
zug auf die Schnelligkeit ikrer Zunahme fd.r waohsende Werte von v von 
yornherein einer passenden Beschrankung zu unterwerfen Wir ftiliren 
also die schon frfllier mehrfach bendtzte Bedingung ein: 

a) x~^,-,, x 

welche die Znnahme yon M v in der Weise einBchrankt, dafi M v stets 
unter einer endlwhen Grenee bleibt v " 1 

Snbstituiert man eodann in (B) Igt M, fflr M v (wo & 0, 1, 2, ) 
und beachtet, dafi infolge der Bedingung (1) nach 38, S 247, Formel (32): 




so liefern die Kriterien (B) die folgende Skda von Ehterienpaaren- 
**(*,) 



Divergene, 

: ILonvergene 

deren Anfangsfcritenen (/c 0) mit den unter (B) aufgestellten identiscb. 
sind Wahlt man speziell M v v, so gehen diese Kritenen in die fol- 
genden fiber: 

km L k (y) a v+p > : Divergeng 

r->oo 

, r ^ / > A-0,1,2, 

km L k (v) (Ifav)* a v+p <oo: Konvergen* ^ 



d, h die Reihe ^a, divergtert, wenn einer der Ansdrficke- 

va v+ ,, vlgv a, +p , vlgvlg 8 v-a, + ,, ... . 

stets dberhalb einer angebbaren positiven Zabl bleibt anders ausge- 
drtlokt, for v >-oo einen von Null verschiedenen Limes bzw. unteten 
Limes hat. Sie Tconvergiert, wenn fttr irgendemen Wert p > einer der 
Ausdr ticket 



Btets unter einer endlichen Grenze bleibt anders ausgedrflokt, fur v > oo 
einen nioht nnendliohen Limes bzw. o&eren Limes besitzt Das Anfangs- 
kriterium dieser Skala rtihrt Ton Oanohy her, die tibrigen wnrden un- 
gefahr gleichzeitig Ton A de Morgan und Ossian Bonnet aufgestellt, 
finden sich aber auch sohon in einer nachgelassenen Note Abels. 
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2 Statt der bisher aufgestellten Knterienpoore kann man auoh so- 
genaunte disjunctive Kritenen erster Art bilden, d la. solche, bei denen 
die Prtifung emes emaigen Ausdrnckes gleichzeitig znr Feststellung der 
Divergenz oder Konvergenz dient, sofern das betreffende Knterium ttber- 
hanpt erne Entscheidung liefert. Als Ausgangspunkt diene hierbei die 
folgende Bemerkung 1st a erne beliebige positive Zabl > 1 (also: Ig >0), 
ao erkennt man leicHt die Konvergeng der Reihe mit dem allgemeinen 
Gliede: 



Denn man hat (nach 38, S. 239, Ungl. (1)): a** c' ** > MJ (far 
jedes positive g), also: 



Zugleich sieht man ohne weiteres, dafi die Beihe mit dem allgememen 
Gliede (2) f ttr a 1 uud a foritori fttr a < 1 dhergiert 

Infolgedessen ergibt sich fiir eine beliebige Reihe ^a v : 

Divergenz, wenn fiir v ^ n und em positives a ^ 1 : a v +p ^ ** '~ l , 

Konvergenz, wenn fttr v ^ und irgendein a > 1 a . <, - > " 1 , 

*' 

oder anders geschrieben: 

Divergent!, wenn fttr <1 



(3). 

?, wenn fflr ^ _ 

und, wenn man wiedemm nur die betrefienden Grenzwerte fttr v * oo 
in Betracht zieht: 

r Divergent, 
: Konvergene. l ] 



1) Dabei gentlgt zur Divergent die Enstenz der fraglichen Beziehuog ftli den 
unteren, znr Konvergene for den ofcron Limes Das Divergenzkriterinm erleidet 
beim tJbergange von (8) zu (D) insofern eine gewisse Minderung der Tragweite, 
all die in (8) nooh zulftseige Annahme a = 1 bei Benfltzung der Lunesform in Weg- 
fall kommt (vgl die analoge Eraohemnng % 47, 8. 821, Forael (11), (12) und 8 822, 
Fufln 1). Im ^bngen bemerke man nooh, dafi die JD7r0tuebedmgung (D) offenbar 
nor erfiillt sein kann, wenn: 

- + 00, 



wahrend dooh infolge der Dirergenz von^fjf,, ^ v -\) ^ie Diwrgens von 
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Ana dieser Fundamentcdform des disjuriktiven Eriteriums erster Art 
kann man wiederum Skalen yon schatferen Kriterien ableiten, mdem man 
ron einem irgendwie fraerten M v ausgebend an Stelle von M v sukzessive 
immer langsamer ins Unendlicbe wachsende Zahlen M y ' einfdkrt Hierbei 
erscheint es fur die praktische Anwendnng zweckmafiiger, die TJnglei- 
cbnngen (3) bzw das Kri terrain (D) in der Weise umzuformen, daft man 
anf beiden Seiten der betreffenden Ungleiohungen die Logarithmen der 
reziproken Werte bildet. Es folgt anf diese Weise aua UngL (3): 

I Divergent, wenn fur a ^ 1 1 lg - - f ^ Ig a, d. h scnhefilioh: 
\Konvergenxi, w&anffa: K 



sodaB das Kriterium (D) in das folgende (m Wahrheit nur dnrch die 
Sohreibweise verschiedene) flbergeht: 

- 

(E) 



M, 1 > : Konvergeng. 

Die M v batten bisber keiner besonderen Bescbranknng zn gentigen. 
Fttbrfc man jetzt wiederum die Bedingnng Jf y rv> M v-l em nnd sabstituiert 
IfiCfcj-t Jf TWO fc=0, 1, 2, ") fflr J5f w , so kann man die anf diese Weise 

on~ ivv / 7 / / T/ 

aua (E) resoltierenden Kriterien, wegen: 



dorch die folgenden ersetzen: 

Ig,' 2 *-" 3 '" * 



Bobou gesichert ist, \renn nor: 



dafi aber atioh dieaes letxtere Divergenzkritenum noch erne merKbche VerseMechte- 
ntng dea unprtinglichen DivergenzkritenumB (B) yorstellt. Hiernach erweiat sich 
daa JDtttJrflrenjskntennm (D), floweit seine prakiuohe Brauchbarkeit in Frage kommt,. 
ala wertlos. Mohtfldestowenigei besitzt ei eme aufierordentltche prinztptelle Be- 
deutong, die anf der (flbngena in gewiflser Weise noch yervollkommnnjigsfahigen) 
EfahetfltehJcert del zni Prflfvtog von Divergent und Konvergenz dienhohen Ana- 
drnckeB bexahfc: naheieB biertlber (fQr die besondere Wahl M v v) s. in NT. 4 
dieses Faragraphen. 
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Das fQr ft resultierende Kriterinm, nftmlich: 



lim ~" ""** <0: Dlwr m *' 
>0: Konvergenx, 



kann wegen: lg * lg ^ - lg Jf^ aT1 Qh folgender- 

-*^"' |r ^* |f !. jj "|p J. 

mafien geschrieben werden: 

} g "7 y " x ( . 1 . 



wahrend die flbngen Kriterien der Skala (F) (A; 1, 2, 3 ; - ) wegen: 

*,-*,.! , Jf.-^-t . 

lg *&qr*Z " lg i*-iW ^ - lfo ^ ^ 



sich in die Form setzen lassen: 

7 -^jb-iC-^i.) a *+ P I <1: Dw"9** 9 



3 Es verdient herrorgehoben zn werden, dafi das Diverffensikrifo- 
rium (Fj) eine etwas genngere, dagegen das Konvergenfkritenum genatt 
diesdbe Tragweite beaitzt, wie das entspreohende (d. h mifc demselben M r 
gebildete) m (B). Liefert namlich das DivergetuTmienum (FJ eine un- 
zweideutige Entscheidnng, d. h. hat man: 







BO mufi schon yon einem bestimmten Index ab, etwa fftr t/ ^ .1 eine Be- 
ziehung voh der Form bestehen: 



- wo 



DarauB folgt dann welter, dafi fttr v ^ : 
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also sehliefilich: 

M 
lim -= - t= - a . _ oo . 



d. h. das l)wer#enakriterium (F 1 ) kann nor dann eine Entscheidung liefern, 

wenn bei dem entsprechenden in (B) geradezu der Grenzwert oo erschemt. 

M v 
EB versagt also echon, wenn nrur lim -^ - ^ -- a , cnrfZtcft un4t?o 

r-Vae -"f --l 

JVu2/ vvrsckieden ausfallt 1 ), in welchem Falle das Divergenjskni&rmm (B) 
noch wirlcsam bleibt. 



1) Diea kann auch dutch analoge Schlflflee, wie die eben angestellten, leicht 
direkt bertatagt werden Lit n&mlich 

M.. 



90 hat man zwar for afle v^>n- 



dftgegen fflr ttnendltch wide m v 



- m . 

Bl^ JBji 1 

Ana der ergfon dieaer Ungleichungen folgt dann fQr a7Z v ^ n 



IgJC, ^ A 
and analog aui der ewettcn fflr unend7icA vide 



DarauB ergibt >ich aber, dafi 



1, 



d h daa JHccr^en^knterium (F t ) versagt in dieaem Falle 
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Gibt anderereeits das Konvergeneknterinm (Fj) eine Entscheidnng, 
d h. hat man: 



und dahsr auch schon fiir v I> w: 



wo 



so folgt in ahnlicher Weise, wie oben: 



also auch- 



d h. das JEonuer^ew0kritermm (B) liefert dann gleiclifalls eme Entscliei- 
dong Umgekehrt' 1st das letzt&re der Fall, d. h weifi man nur, daB. 



so hat man fiir v ^ durchweg: 



also: 



and sorait schliefilich: 

) 5'- 



d h das KonvergenakriteTium (Fj) ist ebenfalls entscheidend 

4 Setzt man wiederum in (D), (FJ, (F,) M v v, SD ergeben sich 
die folgenden spezielleren Knterien" 

v , f > 1 : Divergene, 

f+ v+f \ < I . Konvergeng 

lff _J_ 

B a, + [ < 1 Dwergene, 



7+Z> 1 S V \ > 1 : * Konvergeng 
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< 
1: Konvergene. > > > 

Die beiden ersten dieser Kriterien rtihren von Cauchy, die flbrigen von 
Bertrand her. Sie bilden zusammengenoramen eine Skala von immer 
wirksameren Kriterien, wie aua ihrer Herleitung hervorgeht und auck 
immittelbar erkannt wird, wenn man das Eriterium (D') auf die Form (E),. 
die Kriterien (F^, (FiO auf die Form (F) bringt, sodaB sich ergibt: 



> : Konvergene. 

<0: Divergens, . 

> : Konvergene. 

Bezttglioh des Enterinms (D') des sog. Cauchyschen Fundamental- 
kriteriums erster Art sei bier noob die folgende (fur die Theorie der 
Potenzreihen besondere'wicbtige) Bemerkung gemacbt. Man kann danacb 
zunacbst auf die Divergent! yon ^Sa Y scbliefien ; wenn: 



oder: 



(weil ja im letzteren Falle umsomehr: lim }/a r . > 1 wild) Es erweiat 

v->- 

sich nun aber fflr die Divergent von^a^ sohon uls aasreidiend, wenn nur; 
(5 a) final/a,. jl> 1 



1st. x ) Denn in dieeem Falle gibt es fflr jedes s > uribegrenet vide 
Glieder a, derart, daB: 



> A. e t also: a n 

Und da man bierbei s so klein annebmen kann, dafi auob nocb: 

A - -^ 1 

fl- x> J-, 

BO wachsen die Glieder a m +p mit w y fiber jede Grenze, sodafi also 
1) Wobei also lim l/oTTT auch < 1 iein 



T ' 
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J5JX dwergierm muB. 1 ) Selbatverstandlich gentigt es andererseita fttr 
die Konvergens von J^a, 

(5b) 

sodafi also sobJieBlicb. tiberhaupt nur der db&re Limes von V<V^ m -^ e " 
tracbt kommt und ein Versagen des fraglichen Kriteriums nnr dann ein- 

tntt, wenn: 

Hm"Va~~ 1. 



5 Das in (D) bzw. (E) enthaltene Konvergewkriieiiuna. gestattet 
noch eme gewisse, theoretisch interessante Verallgememerung Setzt 
man in (D) 1 

M, - M v _, - I)-* (v - 1, 2, 3, ) JT. - A- 1 , 
also* 



i o 

BO nimmt das Konvergenekni^Tiuin. (D) die Form an- 

_ i_ 

(6) lim (D v a y+ _)' < < 1 : Konvergene. 



Dabei kann D^" 1 da die M v bei der Aufstellung der Formel (D) 
keiner besonderen Bescnrankung nnterworfen waren naeh dem Satze 
von 48, Nr 2 (3. 326, Gl (7)) das allgemeine Glied jeder belwbigen 
divergenten Reihe bedenten. 

Sei nnn feruer C v ~ l das allgemeine Glied emer beliebigen konvergenten 
Reihe, so let es fur die Konvcrgene von ^a r gleichfalls hinreichend, wenn 
von irgendeiner bestunmten Stelle v ab- 



iind diese fiedingung kann, da s v - ^ C k ~ l eine far jedes v Her 



1) Der Grand dieses Verhaltens liegt offenbar darin, dafi hier die znr Kjitenum- 
bildung heiugezogene Vergletchsreihe aue lauter Gliedem besteht, welohe BohlieB- 
hoh ins Unendlwhe waohaen, nnd dafl daher jede ana ihr herausgehobene Eeihe 
gleichfalls dtvergiert, -was im nllgemeinen ntcht der Fall zu sein braucht, wenn die 
Gheder der divergenten Reihe scKheflhch gegen Null konvergieren oder anoh nur 
den nnteren Limes Noll haben (a 46, Nr. 1, 8 811). 

28* 
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tibrigens einschbefilieh v > oo encUiche und von Null verschwdene 
positive Zahl bedeutefc, ohne weiteres durch die folgende ersetzt werden: 

OT, .+,)*<!, 
aus welcher dann schlieBlich als hinreiohende Bedingung sich ergibt: 

(7) lim (C v a v+p ) * < 1 : JKonvergene 

Bezeichnet man nun mit (B^ eine gam leliebtge uribegrenete Folge 
jpositiver ZdKlen, so mufi JB 9 ~ l entweder dwergteren oder konvergieren, 
d. h. die B v geh5ren entweder der Klasse der Zahlen D v oder derjemgen 
der O v an. Infolgedessen kann man aber die in (6) und (7) enthaltenen, 
voDig gl&charhg gestalteten Konvergenzbedingungen folgendermaBen zu- 
sammenfassen: 

Die Eeihe ^a v ist Convergent, wem eine positive Zahlenfolge 
existiert, soda ft: 

_!_ 

(G) lim (B v o, ..)' < 1 , wo s v 



Es ist dies ein Konvergenzkntennm ers#er Art, welches durch die 
gohwerlich zu iiberbietende Attgemeinheit seiner Form merkwttrdig er- 
soheint und in dieser Hinsicht das vollkommene Analogon zu dem spater 
zu erwahnenden ( 54, UngL (J), 8 379) Kummersclien Kriterium (gwetter 
Art) bildet. Man kann ihm durch tFbergang zu den Logaritkmen der 
beiden Ungleichungsseiten (nach Analogic des Konvergenzkriteriums (E)) 
auch die Form geben: 



(H) Im ^P < Eonvergen*. 



51 Belsplele fur die Aiiwenduiig der Kriterien erster Art. 
DlyergenzmaB der Belhen: 



j i\ v j 
Legendres Ann^heroiLgsformel fiir die Hftuflgkeit der Primzahlen. 

1. Es sei: 




Man bemerkt zunachst, dafi die Glieder dieser Eeihe durchweg unter den 
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entspreohenden der harmonischen Reihe ( 44, Nr. 4, S 299), dagegen 
von einer bestimmten Stelle ab steta tiber denjenigen der Beihe ^ -~^- 

liegeu, wie Tclein auch. die positive Zahl Q angenommen werden mag 
Im flbngen ergibt sich* 

! lg> 

(2) lim v a v lim - lim e v 1 , 

r->oo T->ce v->oo 

V" 

sodafl also die betreffende Reihe auf Ghrund des ersten Divergenzkriteriums 
der Skala (C f ), 50 (S 336), dwergiert.*) 
2 Setzt man' 



BO hat man: 

(4) Ggv) lgv - 
also: 

(5) limv 1 ** a v = lim ^ (t+ } - 0, 



d h die Reihe J^X ist auf Grund des ersten Kouvergenzkriterrams der 
Skala (C') Iconvergent. Das gleiche gilt allgemein, wenn gesetzt wird: 



wegen: 

(7) 



Dagegen ware die Reihe mit dem allgemeinen GUiede: 

w >-^ 

divergent Denn man hat: 



1) Wie BUB Nr. 8 dea vongen Faragraphen hervorgeht, mnfi daa diqunhttve 
Kritenum der betreffenden Stufe, also das Enterixim. (F^ hiez vtrsagen In der 
Tat findet man 

llTTI - EBE lim. I 1 -j I -=S ma 1. 

Man mflBte also das naohat hOheie Knteriom (d h. (F/) fdr k 1) anwenden and 
findet alsdann 

= 0. Divergent. 
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(9) a v - t 

(10) v-a e 18 ""^ 1 

folglioh mit Benfitzung von 38, Gl (2), S. 240- 

(11) lim v a v =oo. 

Vmcc 

Hieraus folgt nooh a fortwri, dafi auch jede Beihe von der Form 

*z (ft 1. 2. 3. ; A 1. 2, 3. ) dwergiert 

to*)* 1 "' ^ ' ^ 

3. Die Beihe mit dem allgemeinen Gliede: 



ist Tconvergent fflr tf > 0, divergent fHr tf ^ 0. 

Man hat namkca nach 38 ; Nr. 5 (S. 247, Gl (36 a)): 

(13) 

N y 



tmd wenn man diese Gleiohmig in die (1 -f tf) to Potenz erliebt: 
(14) 



woraus wieder mit Benfltzung des Kritenums (0') die Richtigkeit der 
obigen Behauptong hervorgeht. 

Das analoge gilt fttr die Beihe mit dem allgemeinen Gliede: 

(16) a,-(l- 

^ ' v \ 

(s. S. 247, GL (36 b)). 

00 

4 Wir fanden frUher, daB die Reihe^f-^- - Ig^^ 1 } tonvergiert 

i 

(ihre Snmme war die Eulersche K&nstante y: a. 34, 3. 207, GL (8), (9) 
und 44, 3 300, GL (19)). In gleioher Weise Iconvergiert nun auoh die 
Beihe mit dem allgemeinen Gliede: 

( 16 ) "' 



welche offenhar fflr It in die eben erwahnte fibergeht, falls man 
wiedemm den Symbolen Ig v, L^(v) die Bedeutung von v beilegt. 
Aus 38, S. 246, TTngl. (28) folgt namlioh fflr M v - v, + 1 : 
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L k W 



also: 



and sfehliefilich: 



-woraas nnmittelbar die Konvergeng der fraglichen Eeihe resultiert, da ja 

die Reihe ^ ( T , \ T-/ r~ rr^ a^ 8 Bolohe von der typischen Form 
^ \Lt(v) J/^(H-1)/ Jr 



Bezeichnet man etwa mit m A die Jcleinste positive ganee Zdhl, fQr 
ivelohe lg t wi t positiv ansfallt, so kann man also setzen: 



-wo 8 t erne bestunmte positive Zdhl bedeutet, welche for jfc (also: m 4 1) 
in die Etdersche Konstante flbergeht. 

Schreibt man Qtl (20) folgendermafien: 



(21) 

so folgt, dafi- 

(22) 



oder wegen lim (lg i+i (n + 1) lgji + i()) auch: 
<28) 1m 



* 



Die Eeihe: ^-^-7^ (A 1, 2, 3, ) divergiert also m dter Weise, 

IDA 

H 

dafi die Differ en z: >7 r. /.\ "" ^g*+i( n ) 8 * e * fl W*c^ bleibt und fflr 

tut 

n >oo einen bestimmtm Qrenewert y t besitzt. Es gibt also lg i+1 () 

n 

ein ^noi4cs Jtfa/$ /Ur dte Divergent der Beihe: ^ , . . fttr n * oo 
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in dem Simu,, daB nicht nur der Quotient <heser beiden Zahlen mit un- 

n 

begrensst waehsendem n der Greaze 1 zustrebt (also: 5? T~^ = ^*+ : 
eondern daB geradezn ihre Different gegen eine beatunmte Zahl y k 

5. In ahnlicher Weise lafit sich such das genaue Dtvergen&nafi der 

CD 

^ ie ^ ie ^J ~T=7 ( wo: < ^ < 1) bestimmen. Setzt man namhch : 

^^^r -y T 



(24) 



so laBt sich znndchst zeigen, daB 
(S. 193, FuBn.) hat nan: 



(25) 

und daher^ 

(26) 

also schlieBlich: 

W M^i-1 



faiwergtert. Nach SI, Nr. 5 



woraus in der Tat die Konvergens der Eeihe 
3 . Man hat nun ferner: 



v resultiert, etwa- 



' - 1 ^? - + - 



und daher: 
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v e 

Da ubrigens: 

n n " 
so folgt, daB: 

(31) lim+l)-**)-0, 

n->oo 

und man kann somit GH (29) auch durch die folgende ersetzen* 
(32) 

sodaB also in dem oben angegebenen Sinne em genaues Mafi fur dte 
Jhvergene der Reihe ^; 1 abgibt Setzt man die hier auffcretende 

^J ft V 

Differenz in die Form: 



so erkennt man leicht mit Hilfe der oben benfitzten Ungleichungen (D) 
und (A) des 31, daB jedes einzelne GUied der letzten Summe, und somit 
auch y negatw ausfallt, wahrend andererseits GL (29) zeigfc, dafi 

y(p) > sein muB 

' * 

6 Wie in 6, Nr. 1 (S 34) gezeigt wnrde, ist die Reihe der Prim- 
jtahlen, d L derjenigen ganzen Zablen p vj welche nur durch swh sdbst 
und die Ewhevt teilbar sind (p l = 2, jp a 3, jp 8 5, jp 4 7 nsf), eine 
unbegrennte. 

Die Aneahl der Primzahlen j) r , welche irgendeme positive gauze 
Zahl n mcht ubersteyen, nimmt also mit n unbegrenet, aber, wie die dvrekte 
Jbeahlung der Primzahlen gelehrt hat, in sehr uwregelmafiiger Weise zu* r 
oder anders ausgesproohen: bezeichnet man mit P(n) die Aneald der- 
jenigen Primzahlen, welche <j sind, so gelangt man auf dem ange- 
deuteten empirisehen Wege zu der Vermutung, daB der zwischen n und 
P(n) bestehende Zusammenhang wiperst verwickelter Natwr sein muB. 
Denselben durch eine exakte, aber naturgemaB entsprechend homplieierte 
Formd darznstellen, ist im wesentlichen Riemann mit Hilfe funktionen- 
theoretischer Methoden, msbesondere durch Anwendung der komplexen 
Integration gelungen, allerdings auf Grand gewiaser, lediglich auf Ver- 
mutung beruhender Annahmen, deren erne auch heute noch nicht voll- 
standig bewieaen ist Dagegen hat schon Legendre durch Induktion 
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sine aetir einfache Annaherwtgsformel gefunden, welche innerhalb verhalt- 
nifimaBig welter, mit der Erfahrung verglichener Zuhlengrenzen (YOU 
1000 bis zu 3 Millionen) der Walirheit sehr nahe kommende Resultate 
liefert Dieselbe lantet: 

(34) ^W-igirbc-AW, 

wo: 1,08366, und | A(w)| eme im Vergleich zu n und P(n) terhdltnis- 
mafiig kletne Zahl bedeutet, sobald man nur n einigermafien grofi (etwa 
n^ 1000) anmmmt (z B. A(1000) -- 3, A(10 000) - 0, A(100 000) 4, 
A (1000 000) = 42). Setzt man in der obigen Formel p v , wo 
wiederum p v die v te Primzahl bedeutet, BO wird P(p v ) v, und daher: 

< 36) iS^o-"-^)' 

Daraus Ia8t sich folgern, dafi die Eeite derjenigen Zahlen $, welobe 
darch die folgende Gtleichung definiert smd 1 ): 



zum mmdesten innerhalb gewisser Grenzen naherungsweise mit der 



1) Der Beweis dafQr, dafl diese Definition Gberhaupt einen Sinn hat, daB also 
znr Folge der natfirhchen Zahlen v, zom mindesten von emem bestimmten v ab, 
cine (tlbngena bestandig waohsende) nnbegrenzte Folge von Zahlen q_ v gehSrt, be- 
rnht auf der (mit Benfltzung sehi emfacher, hier jedoch noch nioht zur Verfflgung 

atehender analytiaohex Hilfamittel beweiabaren) Tatsaohe. dafi der Auadruck -, - ^ 

Iggr C 

<weloher ffir q e + i ebenfalla den Werfc e +l hat) gleichzeitig mit g_ > e a + i 
m&noton wachaend jeden, inabeaondere also jeden ganezahhgen Wert v^>e c + 1 nn- 
mal und tvwr einmal annimmt, daB also umgekehrt zu jedem v^>e +1 etn und 
nw em g[ v ^>e a ^' i gehOrt 

Utn die Abweichung dei Zahlen g r von den p v abzosohatzen, findet man zu- 
n&chat ana 31 (86), (86)- 

ig 

also- 

a.Og^-c'j-^ 

audera geachrieben: 

(2,-l'v)( l g^-^)-( 1 g^ 
Nun 1st (a 84, Ungi (8), B. 206) 



ea ergibt aioh aomit, wenn man v yon vornherein groB genug annimmt, dafl 
O f )>0 anafUlt- 
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Reihe der Pnmedhlen p v uberemstimmen mrd. Es bietet darnach 
emiges Interesse, die Divergenz bzw Konvergenz von Reihen der Form 

j - UBW zu untersuchen Dabei k8nnen wir nooh, olme 



die fraghche Untersuchung merklich zu erschweren, an die Sfcelle der 
Zahlen q v emen etwaa allgemeineren Typua von Zahlen r v setzen, welehe 
Gleichung von folgender Form genflgen 1 ): 



< 37 ) 



Hier bedeutet A^, erne Zahl, welehe far jeden Wert von v zwischen zwei 
-endlicLen posihven Zahlen enthalten bleibt; J5 V eine (positive oder nega- 
tive) Zahl (inkl. 0) ; deren Absolutwert nut unbegrenzt waohsenden Werten 
von v anch in gewisser Weise unbegrenzt wachsen darf, hochstens aber 
in dem Mafie, dafi: |J? V | -<lgr y und daher, zum mindesten von emem 
bestimmten Werte v^.n ab, stets A v Ig r,, + J?,, > ausfallt Die 
Zahlen r v gehen dann in die oben mit q v bezeichneten Zahlen uber, wenn 
speziell- A v \ J B v f=> O gesetzt wird. 
7. Bringt man 01 (37) auf die Form: 

(38) v 

l * 

4so folgt zunachst, daB: 

Igv - Igr, - Ig 8 r, - l 
nnd daher* 

(39) lim -1, also: 



i + (ig j,, _ 0) < I AOO i (igi, - ay, 



oder auch, da - v -QgP v O) *& hinlanglioh grofie p t namenach verhitttms- 
Pv 



m&fkg Klein wird, der Ausdruck 1 -| -- Qgp v (7) dann also jedenfalls positiv 



\*,-p,\((l- 

and daher aoMieBlich 






aodafl also | g v j)^ | im Vergleich zu p v wih&ltnisin&fitg TiUin 

1) Der Beweis fQr die Enstenz der Zahlen r v kann in analoger Weise 
werden, vie fdr die q 
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somit auch allgemein: 

(40) lg*r,!l& (*-l,2,3, ) 

Da nun aus Gl. (37) sich ergibt: 



v * 



* * i~. , B A- " te* te^ 



so findet man mit Bentitzung von (39) und (40) die drei Beziehungen: 
S- -i ^BQ: 

(42) 



Dieeelben lehren, dafi die Reihen mit dem aUgemeinen Gliede: 



filr (>^0 divergteren (a S 325, Gl (5); S 328, Gl (14)), dagegen ftlr 
konverffwen (s. S 331, UngL (4)-, S. 334, Gl (17)) Es favergtert also 

insbesondere die Reihe "S 1 . wahrend schon ^S 1 - - - und eoffar: 

8 



jedes positive p Iconvergiert 

Bs verdient bemerkt zu werden, dafi die Divergene bzw. Konvergenz 
aller dieser Beihen erhalten bleibt, wenn an die Stelle der Zahlen r y die 

Reihe der Primitahlenp v gesetzt -wird. Die Konvergens der Reihe 





fflr p > ist ohne weiteres evident, ihre Divergent fQr p und a fortiori 
fur p<0 wird sich bei spaterer Gelegenneit ergeben. 1 ) Den Beweis fttr 
die Divergent bzw. Komergene der flbngen m Betracht kommenden Beihen 
hat Tohebioheff gegeben: obschon derselbe lediglich auf ganz elemen- 
taren Hilfsmitteln berulit, so wollen wir seiner Weitlaufigkeit halber nicht 
naher darauf eingeheu und begntigen uns mit dem Hmweise auf die be- 
treffende Abhandlung. s ) 



1) S. 88, Nr. 3 

2) M6mo\rt swr les nombrts premiers. Journal de Math&natiqueB, T 17, p. 384, 
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52 Tiber die Tragweite der Kritorien erster Art. 

Unmoglichkeit eines absolnt wirksamen Kriteriums. Reihen, 

welche wegen besonders schwacher Divergenz oder Konvergenz 

auf keins der logarithmischen Kriterien reagieren. 

1 Ein behebiges Kriterienpaar erster Art 

lim. D v a v+f > : Divergenz, 

lim C v a v , < oo . Konvergenz, 

r->oo 

tersagt nicht nur, wenn geradezu: 

(I) hmJVa, +1 ,-0, hmCNa^-oo, 

sondern auch dann, wenn die fraglichen Grenzwerte mclit existieren und 
gleichzeitig: 



Hieraus geht aber hervor ; dafi die Wirksavnkeit jedes solchen Kriteriums 
gang wesentlwh von der Anordnung der Glieder a v abhangt (wahrend die 
Divergent bzw Konvergeng selbst hiervon unabhangig ist) TJm. die Rich- 
tigkeit dieser Bemerkung in Evidenz zu setzen, beweise ich den folgen- 
den Satz: 

Sedeuten (a v ) ; (P r ) ; (Qj) unbegi enste Folgen posihver Zahlen 
von der Art, daft' 

hm a v 0, lim P v oo , hm Q v oo , 

v-*-at r->oo r->-oa 

so lafit sich die Oesamiheit der Zahlen a v stets als eine Folge 
anordnen, soda ft. 

hm P v \ ; hm Q v - b t = oo 



Beweis Man zerlege die Reihe der Zahlen v ganz willkOrlich m 
zvrei nnbegrenzte Folgen (w^) und (r^) (wo- A = ; 1 7 2, ) x ) Sodann 
iann man nach Annahme einer unbegrenzten Folge positiver Zahlen (f v ) 
nut dein Qrenewerte Nutt aus der Reihe (a v ) eine unbegrenzte Folge von 
Gliedern o ', a/, a/, -in der Weise herausheben, dafi: 

fl\ a,' <L s a' <? gl . . n ' <? Si 

\ L ) a o ^ p j a i ^-pf ' ' t a i ^~p~> 

*no mi -^ML 

(da ja. lim a v = 0) und dafi noch eine gleichfalls unbegrenzte Folge 



1) Man nehme z B far m L alle geraden Zahlen (mkl. 0), fur r^ alle wngeraden 
Zahlen, also 

fHj -= 21, TI -a 21 + 1. 
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fibrig bleibt. Diese ubng bleibenden a v zerlege man willkurlioh in zwei 
unbegrenzte Folgen (a/*), (*'") 1 = 0, 1, 2, ) und hebe sodann. 
aus der Reihe der Zahlen Q ri eme unbegrenzte Folge Q no , Q^, Q^, * 
heraus, sodafi: 



(was stets moghch ist, wegen: lim Q r = oo). Die nach Aushebung der 

r->oo 

Zahlen w^ aus der Folge (r^ fibrig bleibende unbegrenzte Folge werde 
mit (pj) bezeichnet (NB. Dafi Tvirklich auch stets erne unbegrenete 
Folge (j}j) zum Vorschein kommt, kann man offenbar durcn pasaende 
Auswahl der Q n ^ unter alien Umstanden erzielen) 

Setzt man jetzt: 
(3) & m ,a/, \-a; r , b Pi -ar, 

so ist jedes Glied 6 V einem bestimmten Gbede der Folge (a,,) gleich und um- 
gekehri, eodafi also die Folge (b v ) ledighch eme Umordnung der Folge (a r ) 
darstellt. Anderorseits hat man aber nach (1) und (2): 



d. h: 

(5) hm P v l v = , lim Q r & r = oo } q e. d 

l-^-oo v-^-ta 

2. Aus dem eben bewiesenen Satze wird nun aber evident, daB es 
kein absolut d. h. m alien Fallen wirksames Divergenz- oder Konyergenz- 
knterium erster Art geben kann- denn die Wirksamkeit jedes solchen 
Kriteriums laflt sich durch bloBe Umordnwg der Eeihenglieder auf- 
heben. Und aus demselben Grande kann es auch Jceine mit v ins- 
Unendliche wachsende Zahlenfolgen.(P,), (Q v ) geben, derart, daB di& 
Beziehung: 

hm P v - a r+p > (bzw. lim P f -^ >0) 



v-> 



me notwendige Bedmgung far die Divergenz, oder die Beziehung: 
lim Q v - a, +f < oo (bzw. lim Q v a v+f < oo) 



>->00 



eme solche fttr die Konvergen* darstellt 

Wahlt man die zur Kritenenbildung dienenden J) v , C v speziell lit 
der Weise, daB sie mit v monoton ins Tlnendliche wachsen, wie z B. bei 
den Bonnetschen Kntenen (Formel (C') des vorigen Paragraphen) 
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hmZ^v) a v >0: Divergent! 1 ) 

1 2 
hm L^v) (lg h v)<t a r <oo: Konvergene ' ' ' 



so wird qflenbar als gunstigste Anordnung fur dereu Biuuchbarkeit die- 
jemge erscheinen, bei welcher die a v mit wachsendem v sich gleichfalls 
monoton andern, d h. (da wir em fflr allemal lim a v = aunehmen dttrfen) 
monoton dbneJimen bzw. niemals eunehmen. Wir wollen nun zeigen, daB 
auoh in diesem besonderen Falle die Tragweite jener Kriterien eme be- 
grennte ist, dh.es gibt sowohl dwergente, als konvergente Reihen mit 
monoton abnehmenden Q-liedern , bei denen jcdcs der obigen Kriterien in 
der Weise versagt, dafi ewe der beiden durch. Gl. (I) nnd (II) chaiakte- 
risierten Eventualitaten emtntt. 

3 Wir betracliten zunachst denjenigen Fall, der an das Auftreten 
der Gleichungen (1) anknUpft. Es handelt sich also hierbei urn die Her- 
stellung solcher Zahlenfolgen (a v ), filr welche gleiohzeitig: 



(6) hnaZ 4 ().a,-0, EnTl^M (lg t v)9 - a v - oo 



wie grofi man auch den Index "k annehmen m5ge. Man erzielt aber dieses 
Resultat in der einfachsten Weise, mdem man setzt: 



wb m v eine Datflrhohe Zahl bedeutet, die mit wachsendem v niemals db- 
nimmt, vielmehr in passender (sogleich naher anzugebender) Weise eu- 
nimmt nnd sohlieBhch ins UnendhcJie wdchst. Die Zunahme der m v ist 
dabei ledighch an die Besohrankung gebunden, dafi L m (v) allemal positiv 
ansfallen nnd mit v monoton eunehmen soil, was offenbar erreicht wird, 
wenn man m v irgendemen bestimmten Zahlenwert K (A 1, 2, 3, ) 
frtihestens dann annehmen lafit, wenn v grofi genug geworden ist, daB 
lgjv>l ausfallt 

Wir wollen nun, urn irgendeine definitive Festsetzung zu treffen, die 
Zunahme der wt, so regulieren, dafi bei dem crsten v t fQr welches der 
Fall Igj v > 1 emtntt, m v auch wwkltch sofort den Wert A erhalten soil. 



1) loh eohreibe jetzt start a f+p etwaa einfacher a y , was offenbar obne jede 
Beflohiankong dex Allgemeinheit geachehen kann Denn man hat (fill & - 0, 1, 2, ) i 



kann also zunaohst in den betreffenden Zritenen lg A (v), Xj.^) ohne weiteres durch 
lf!t( v -\-P)> L k (v-\-p) eiaetzen nnd aohliefilich v statt v-+-p echteihen. 
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Znr genaueren Beurteilung der auf diese Weise sich ergebenden sukees- 
swen Zunahme der m r fQhren wn die folgenden Bezeichnungen em 1 ) 



(8) e e 1 e e i e, e e =- e a 

sodaB also 



(9) 



Alsdann hat man (fttr A = 1, 2, 3, ) zn setzen: 
(10) m r A ; solange: ^<v^e i+1 , 2 ) d. L: 



wenn wiederum das Symbol [x] die grofite in x enthaltene ganze Zahl 
bedeutet Es bleibt also in v unverdnderlich A, solange v sich in den 
angegebenen Grenzen bewegt, und wochst erst wieder nm 1, sobald v 
die Zahl <? i+1 ubersteigt, Za den 5w rf<7^zw vorhandenen Faktoren von 
L m (v) i/ Igi^" lg A v tntt daun noch der weitere- lgi + iV>l hmzu, 
sodaB die Monotonie der Zuiiahme von L m (v) kerne Unterbrechung 
rleidet. 



1) VgL 88, S 242, 01. (9) Dort worde gesetzt. 

*_{ e^=eW, ^ W -aW f 
eodafl also die jetzigen Bezeichnangen 

6 i ^i ^s 
in jener frfiher benfttzten Sohreibweiae lauten wflrden 

.( -W -() . 
c i i e i i e i 

2) loh lasfle ea dahmgesteUt, ob der 



welchei bei der Formuherung der Bedmgongen (10) alo mdghch zugelassen ist, in 
Wizkhohkeit jemals emtreten kflnne Man weiB namlicli nur, dafl, gerade so wie 
e selbst, auch jede rationale Potenz von e eine Irrationcdzdhl iat Dagegen er- 
scheint ea immerhin fragltch, ob niclit e i fdr irgendwelcne Werte von 1 eine ratio- 
nale oder sogar eine game Zahl sein kOnnte Das Gegenteil let wenigatena, 
ich weifi, bisher ntdit bewiesen worden 
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Wird jetzt eine naturhche Zahl ~k beliebig groB vorgeschrieben, so 
hat man nach (10) 

w v ^fc + l, wenn- v>e t+:L , 
und daher 

(ii) Jb.M^+'M ** "> e *+i 

Da aber: i t+1 (>) >- L^v), so folgt a forfaort: 

(12 ) L mf (v) >- L k (v) , also a, -< J-^T- (fttr jedes noch so groBe A), 

oder andeis geschneben* 

1 ITVI T fttt\ yi C\ 

wie oben (Gl (6)) behauptet wurde Die Eeihe 2> v reagiert also auf Jceins 
tier logaiiihmischen Divergenelcnterien 

4 Nicht ganz so unmittelbar eikennt man, dafi auch jedes der loga- 
nthmischen KonvergenGkntenen hier versagen muB Wild zunachst wie- 
deium 7. beliebig groB fixiert, so kann man v so grofi annehmen, daB in v 
die Zahl I um erne beliebige natiirliche Zahl ft iibersteigt. Setzt man 
namhch in (10) 

(13; e k+u < ^ v ^ e k+u+i> so wild: m v = b-\-ii. 

Man hat sodann: 



Nun steht nach 38, S 244, Ungl (25 a) aUerdings fest, daB: 



fUi jedes beliebig Idem yorgeschnebene p > und jedes beliebig grofi" 

wigescliriebcne, aber sodann als unveranderlich anznsehende (A Da aber 

m dem voihegenden Falle (i = m v Tc gleichzeitig mit v ins Unendliche 

wachet. so mufi erst ausdrucklich bewiesen werden, dafi die Relation (15) 

filr diesen Fall noch giiltig bleibt Wir gehen hierbei aus von der Be- 

ziehuug 

(16) fi a >a a fiir a>0, 

deren Richtigkeit sich in folgender Weise ergibt Aus: 



folgt fflr v > oo 
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1st run: < a ^ 2, so wird: 

a 8 

a s <[2tt, also v ^y und daher' 
1st dagegen a > 2, so hat man: 

a ">2 8 , also: ->- 



" 



s >4 a * 
und daher schliefilich wiederum: 



Setzt man jetzt m Gl (16) a lg^ +1 v und beachtet, daB: 



so ergibt sich: 

(17) Ig^>(lg2+iv) 9 , wenn: Ig i+1 v > 0, d k v>c x . 

Durcli Substitution yon A-fc + l,fc-f-2, -, & + /* 1 und Mnlfapli 
kation der betreffenden Ungleichungen folgt sodann: 



und nach Weglasaung der gememsamen Faktoren und nochmaliger Multi- 
plikation mit lg /fc+1 f : 

(18) (lg t+1 f) s > {lft +1 .l& +i v ]g i+/ ,- l '}'(lg l+ ,') s , 

wenn- lg i+/l v>0, d h. v>e k+fl . l . 

Njmmt man hier nicht nur v>e t+u-1 , sondern in tJbereinstimmung- 
mit Ungl. (13) v > e k+/it , so wird lg t+/< v > 1 (s. die Qleichungen (9)) 
and daher a fortton: 

(1 9 ) (l&+i')'>lgjn.i < " 1 ft+i v - ] g*^ v wenn - v >*+/. 
Oder wenn man wieder (s (13)) fc -|- /i durch m, ersetzt- 

(20) Gg4+i v )'>lg* + i"lg* + v --Ig^v, wenn: v > e ro/ 

Dabei ist nur, damit die Ungleichung eiuen Sinn hat, jedenfalls ;, ^ A + 1 
zu nehmen, dagegen ist m v an gar keine obere Schranke gebunden uud 
darf also nach Mafigabe der defimerenden Bedingong (10) gleichzeitig 
mit v unbegrenzt vergrSBert werden. 

Da nun andererseits nach S. 241, Gl (5): 

fe v> > (Igi+i v)' fttr jedes Q > 0, 
BO folgt schllefllich a fortiori auch: 
(21) 



Ni 6 52 ttber die Tragweite der Kriterien erster Art 359 

nad daher: 

(22) L k (v} (Ig^e^L (v), d h. limLM (\ Sk v^ a v oo (0), 

^ v--oo 

sodafi also in der Tat ^a v auch cmfkeins der logariflimischenKonvergeng- 
Jcriterien reagiert. 

5. Wir werden sogleich direkt nachweisen, daB die Eeihe ~Sa r dwer- 
gieri. Urn aber zugleict auch. aus monoton abnehmenden Gliedem ge~ 
bildete Iconvergente Beiheu zu erhalten, bei denen jedes loganihmisclie 
Knterium in dem Sinne der Gleiohungen (I) bzw. (6) versagt, behachten 
wir den etwas allgemeineren Ausdruok: 

< 23 ) . (0) --. wo: tf ^. 



welcher ftli tf in den bisher betrachteten a v (also- <x,W = a v ) iiber- 
geht, und zeigen, dafi ^a v ^ dwergiert fflr 6 ^ 1, dagegen Jconvergiert 
flir o > 1 , wahrend sioh die a r < ff) in bezug auf die logarithmischen Kri- 
terien geradeso verhalten wie die a v (s. GH (6)). 

Bezdglich der Divergenekmterien eigibt sich dies ohne weiteres aus 
der Beziehung: 

a v W<a v W = a v fttr. tf^O, 

da hieraus mit Berflcksichtigung yon (12) folgt: 

(24) o,W < j^- , d. h. lim LM v (ff) = . 

"AW v-> 

Wird sodann wieder, nachdem man ^ behebig grofi fixiert hat, v in 
die Grenzen emgeschlossen: 

e k +fl < v ^> e k+n+i> sodaB also m v k + p (^ = 0,1,2,- ) 
(s (13)), so hat man: 

lg*v>lg A e A+/t e u (wegen: lg A e A = ^_ t , s Gl (9), S 356), 
und daher: 



Da aber. 

e 1 = e>2, e i -e e i>l + e 1 >3, e B - e 6 * > 1 + e s > 4 usf, 
so folgt: 

e n-i > #* im ^ sohlieBhch: e^ = e e /-i > & 
Hiernach ergibt sich aus (25) a forfaon: 



u 
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nnd daher, da gleichzeitig mt v auch 9, fiber alle Grenzen wachst, nach 

38, S 239, GL (1): 



(27) 



IJTTI 



m., 



oo, also: mj -< (lg t v) p > 



auch wenn man p > ^>Awbig Mem, g > " 

Die Folge der w r wachst also auch nach der in \ 
brauchten Terminologie (vgl S 241, FuBn. 1) unendhti 
ins Uneodliche als lg t v bei leliebig groft angenommenem 

Man hat nun schheBlich: 



, JNr. ^ ge- 



=T7l v 



und daher mit Benatznng Ton (21) und (27): 
(28) Inn L t (v) (lg t v) W - oo oder auch- 



V->-00 



)P 

* 

* reagiert daher 



bei behebig groB angenommenem fc Die Reihe 
auch auf kems der loganthmischen Konvergengteenen 

6. Fm nun die Divergent bzw. Konv&rgene der Reihe JV ff) 
zustellen, fassen wir jedesmal aUe diejemgen Gheder of* zu einer Gruppe 
AJO zusammen, for welche m v den unTeranderbchen Wert A hat (wobei 
dann der Reihe nach A -1,2,3, ) Da nun nach (10): 

m v - A, so lange 
BO hat man also zu setzen. 



(29) 

und sodann: 



1) Bai der Folge (tn,) besiteen auf Grand der defimerenden Bedrngung (10) be- 
atammte Grnppen konaekufaver Gheder unmer evnen wnd densetben Wert. Will man 
die Faktoien m d-otch eine wirkhch beetandig fnenmende Folge m^ a von glei- 
ohem ,,Unendholi u ersetzen, BO brauoht man zu den betreffenden m v nur die Glieder 
emer monoton ttnehmenden Folge mit endltchtm Grenzwert zn addieren. Man 

seize z B. 

. v 1 
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ie, dafi die beiden Reihen nicht nur im Falle der Konvergens 
ime besitzen, sondern dafi die Divergens der einen Reihe auch 
r anderen nach sich zieht. 
, nach 88, Ungl (28 a), S. 246: 



Jf - 



wenn man in der ersten Ungleiohnng M v = v -)- 1 , in der 
= v setzt- 



ng dieser Ungleichnngen ergibt sich: 



- Igi+i fe+J - 
rerseits nach (9): 



- ^+1 Mi 



etzen kann: 



cnittleren Wert zwischen 1 lg a+1 fo + 1] und 1 lg i+1 [ej, 
tsenthoh positive Zahl bedentet, die fdr jeden bestimmten 
ch und von NuU verschieden ist und fttr A > oo den Grenz- 
it Denn man hat: 
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Somit wird schlieBhch: 

(33) 



woraus hervorgeht, daB die fragliche Reihe divergiert fur <7<I1, dagegen 
Ttowoergiert fttr tf>l. Inabesondere dwergwrt also auch die fur cr 

resultieiende, m Nr 3 zunachst betrachtete Reihe ^ jj rr 

Es hatte ubngens die Yermntung nahe gelegen, daB die Reihe mit 
dem allgememen Q-liede: 

\yty * ss * ~r 1~\ TiZ ~^\e 



, f(ir Q > Jconvergi&ren mdfite, sodaB man: 



analog, wie , 

auf diese Weise Reihen ertalten wflrde, welche dann, wie unmitfcelbar 
zu ersehen, schwacher konvergierten, als jede der betreffendeu logarith- 
mischen Reiien, walirend zugleicb ihi Bildungsgesetz erne Yollkom- 
menere Analogie nut den letzteren darbdte, als dies bei den Reihen 
2*, w der FaU ist 

Indessen laBt sich leicht zeigen, daB ^l^\ sogar fQr jedes beliebig 
groB fixierte p ; dwergiert. Da namlich nacli (10) f&r m, A (A 1, 2, 3, ) 
der Index v den Bedmgungen genugt: ;<v^e i+1 , so bewegt sich der 



Faktor (Igv)? etets innerhalb der Ghrenzen 1? und e* Mithin hat man: 



(35) 



tfi 



woraus dann unmittelbar die Dwergene der fraglichen Reihe hervorgeht 
7. Von den beiden Reihen 

(36) 



" 



dwergtert somit die erste und Iwnvergvert die eweite schwacher als j< 
Reihe der unbegrenzten Skala: 

(37) 



DaB es aber wiederum noch schwacher divergierende bzw. konvergierende 
Reihen geben muB, folgt aus den allgemeinen Satzen von 48, 49 
Marf erhalt insbesondere wieder unbegrewste Skdlen derartiger Reihen, die 
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.fiich an die Reihen (36) geradeso anschliefien, wie die gewohnlichen 
logarithmischen Reihen (37) an die Anfangsreihen 5* . ^'A""* 

I'll L '"' V <"/ * ' "*"" 

"(Venn man bildet: 

^ ' f T l.\ T /_. \ ' JT I T /..N r / \ /!_._ \ t) ^V "^ /* 



Denn es ergibt sich, vollkommen analog mit GU. (33): 

00 00 

(39) yi yi -* 

x -* *! ** 



(man hat hierzn lediglich den in a,W Gl. (23) auftretenden Faktor 
m" durch- L k (mJ (lg t m^ zu ersetzen), und man erkennt somit unnnttel- 
bar die Diver gene der betreffenden Reihen fttr p 0, ihre Konvergent 
f Qr Q > 

Schliefilich lassen sich datm aber auch wieder Reihen herstellen, 
die nicht nur schwdcher diveigierea bzw konvergieren, als iryendeme be- 
liebig vorgeschnebene, sondern als jede Reihe der obigen Skala usf. 
in mfinitum 

Diese Betrachtungen, welohe im ilbrigen keineswags auf der beson- 
deren Form der hier zugrunde gelegfcen Reihenskalen beruhen, sondern 
ohne meikliche Schwierigkeit auf jedes beliebige Skalenpaar von diver- 
genten und konvergenton Reihen ubertragbar smd, fUhren zu der Er- 
kenntnis, daB das G-rentgebiet zwisohen Divergent und Konveryen* sioh in 
sehr viel engei e SchranJten einsohlieBen laBt, als durch jedes behebiffe Skalen- 
paar von dirergenten und konvergenten Reihen, und daB es andererseits 
unmoglich erscheint, auf diesem Wege jemals zu einer Grenee zwischen 
Divergenz und Konvergenss zu gelangen. 

53 Grenzgeblete und Schranken der Divergenz und Konvergenz 
f ttr Reihen mit monoton abuehmenden GHedern. 

1. Die am Schlusse des vorigen Paragraphen bentttzten Ausdrticke: 
,,Gh-cnzgebietf' zwischen Divergenz und Konvergenz und )} Schrariken" dieses 
Grenzgebietes kftnnen, auch. bei der Beschrankuug auf Reihen mit 
monoton abnehmenden Gliedera 1 ), leicht zu falschen Yorstellungen 
uber die Tragweite der damit zu verbindenden Begriffe fdhren. Um in 

1) Fur Reihen nut aohhefihch gegen Null konvergierenden, aber ntcht mo- 
notou abnehmenden Gliedern kann von irgendwelohen Divergenz- odex Konvergenz- 
vSchrank&i," uberhaupt nicht die Bede sein, Denn 1st ^a r irgendwio vorgelegt, 
so kann man naoh dem Batze von Nr 1 dei vongen Paragraphen (S. 858) durch blofig 
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dieser Hmsicht jedes Mifiverstandnis auszuschliefien, stellen wir die fol- 
genden Betrachtungen an 

Es sei d v >c,,>0, 2d r eine divergente, ^c r erne konvergenie Reih& 
nut monoton gegen Null abnehmenden Gliedern, die d v) c r konnen dabei 
als }) lehebig nahe" anemander Legend angenommen werden, d h so f 
dafl lim oder selbst auoh nur lim ein behebig mednges Unendlirh 

v-yoo C * r-*- C " 

TOrstellt 

Bedeutet dann ferner (a v ) irgendeine andere mouoton abneliiaende 
Zahlenfolge, so dvoergiert die Reihe ^a rf wenn ftir alle v, zum mmde^len 
von emem besfammten Werte v= n anfangend' 

(A) a^d v ; 
sie leonvergiert, wenn. 

(B) a r ^c v . 
1st dagegen: 

(C) c y ^a v ^d v 

(wobei die G^ew^eifezeiohen m (C) nur soweit gelten sollen, dafi die Even*- 
tnalitaten: a v = d v , bzw a v c v fUr jedes v^n, als unter (A) bzw. (B> 
gehorig ausscheiden), so kann die Reihe nooh dwergwren oder lonveryiercn. 
Wir aagen alsdann, eie gehore dem von den }) Schrarilten, u (rZ,) und (c r ) 
eingescnlossenen a Grrenzgebiet(f { zwischen Divergenz und Konveigenz an" 
es ist naTnlich offenbar wmoglidi, fiber ihre Divergent oder Konietgenif 
lediglich auf Grund der Beziehung (G) irgendwelohe Aussage zu macHen 
Nun darf man aber kernes wegs glauben, dafi durch irgenduelclie der- 
artige Schrariken etwa alle moglwlien Reihen mit monoton dbnehmendcn 
Gliedern a v in drei wohlgesonderte Klassen vom Character (A), (B), (C> 
zerlegt werden konnen Vielmelir gilt der folgende Satz: 

(I) Wie man auch monoton gegen Null abnehmende Folgen- 
(dj, (cj, wo d v > c v , wahlen moge 1 ), so gibt es stets unend- 

Gliedernmordntuig erne Reihe ^b v daraus heratellen, sodaB: 
hm Cv b v 0, lim DZ, + oo, 



V->00 

auch wenn ^"JDy" 1 , ^C v ~* bdiebig stark divergiert bzw konvergiert (erateres 

nalurlich mit der EanBchiankung. lim J) v =>oo) Die Reihe ^b v enthJUt also, 

-> ^ 

mag Bie selbst divergieren oder konvergieren, sioher tnendlich yiele Gheder, welch e 
teJa unter, teila tf&er den entapreohenden von ^C v ~ l bzw ^l> v ~* liegen. 

1) Dabei haben also die (nur wegen des Hmweises auf die Ungleichungen (A), 
(B), (C) beibehaltenen) Buchataben d v , c v zunachst nooh keineswega die eonshge 
typuehe Bedeutung (d h es ist m dem vorhegenden Zueammenhange ganz gleich- 
gultig, ob die Reihen ^dy, ^6 V divergieren oder konvergieren) 
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lich vide monotone Folgen (a/), welclie die beiden Schranken 
CO* (O wwendhc/i oft durchsetzen, die also Iceiner der dret 
Klassen (A), (B), (C) angehoren, d h man hat fur tmendlich 
viele (i f : 
(A') *;>*. ai<c, ) 

Beweis. Es bedeuto (jp,) erne vorlaufig ganz wiUktirlich zu denkende- 
Folge positiver Zahlen Man bestimme sodann eine nnbegrenzt fork 
setzbare Reihe wachsender natiirliclier Zahlen m lt m t) m &J 'in der 
Weiae, daB. 



(was offenbar stets und auf unendlich viele Arten mbglich ist, da sowohl' 
die c v , als die d v mono ton gegen Null abnehmen) Man erhalt durch. 
dieses Verfahren erne unbegrenzte monoton dbnehmende Folge von der 
Form: 



(wenn man der Gleichfbrmigkeit halber noch W statt schreibt) 
Setzt man jetzt: 



und bestunmt im fibngen a/ fflr alle Werte von v, die ewisctten m^ und 
m i+i (^""O, 1; 2, ) hegen, in der Weise, dafi a/ fdr 



(im tibrigen willktirhch) von a^ zu m jl+1 aZ>www< ; so bilden 
die a/ eine monoton dbnehmende Folge, welche nnendlich viele Glieder von 
der Form (1) enthalt. Wird jetzt ttber die p v m der Weise verfttgt, daB: 

P*k > 1 Pa*+i < 1 ( im ttbttg 611 immer noch ganz beliebig), 
so hat man nach (1)': 



sodaB also die Folge (a/) in der Tat den Bedmgungen (A 1 ) genQgt 

1) Naturlich gibt es analog auoh unendlioh viele (a^), welche nur eine der 
Sohranken (d ) , (cj unendlich oft dnrchsetzen, eodafi also fflr tinendlich viele ft 

(BO ^;^^. 

im \lbrigen 

durchweg a{ > ^ bzw dwchweg a( < C A . 

Man kann ja derartige Folgen (a0 mit Leiohtigkeit aus Bolchen vom Charakter (A') 
heratellen, mdem man alleGheder ai<c^ |>aweid (d h o, daB die Bedmgung (B'). 
erfQllfc -ward und die Monotouie erhalten bleibt) vergrSflert, bzvr alle Gheder a^' > d^ 
paesend verklcinert 
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Wahlt man insbesondere die j>, in der Weise, daft- lim ^j. = <x> 
limjp at +1 0, so hat man sogar: 



"*"* 



*-*> 



2. Aus dein eben bewieaenen Satze und der daran geknttpften SchluB- 
bemerkung erkennt man aber, wenn man jetzt wieder den Buchstaben d v , c v 
die sonstige typisohe Bedeutoug beilegt, uninittelbai folgendes 

(II) Wie man ouch eine divergence und eine konvergente Reihe 
^d v 10 w. 2 G v ( m: d v > c v) mii wonoton gegen Nidi abnehmenden 
Glvedem wahlen mbge, so gM es stets unendlwh viele Reihen^a,' 
mit monoton abnehmenden Oliedern, welche nicht dem von den 
Schran'ken (dj, (c v ) eingeschlossenen G-rentigebiete angehoren, 
und deren Divergent oder Konvergene trotedem nicht durch 
Vergleichwg von a v ' mit d v , c v entscJiieden werden kann. 
Versteht man n&mlich uater (a r ') eine der unendlicli vielen mono- 
tonen Foigen, welohe der Relation (2 a) gentigen, so hat man wegen: 

m k ^ c ^ 

aus (2 a) a fortiori. 

<* > S* " G~ 
also: 



(3) iim C v a v ' - oo , lim D v a, f - ; 



d h. das zu O v) D v gehfirige Eritenenpaar versagt hier allemal nach dem 
Master der Ungleiohungen (II) am Anfange des vongen Paragraphen. 

Alsdann mufi aber auch jedes durch weitere Verscharfung aus O v , D, 
abzMtende Kriterienpaar in derselben Wetse versagen. 

Benn, nimmt man: D/ < G y ', DJ > J> r , C v f < <?, also: d, r > c,', 
dj -< d v t c r ' >- c v , ao folgt aus (2a), dafi umsomehr. 



and hieraus, wegen: 

d. h.: 

(4) km 0,'a; - oo , lim D,'a/ - 0. 




3. Aus dem Satze YOU. Nr 1 geht ferner hervor, daB es ketnesfaUs 
gleichteitig irgendeine attgemein gUtttge SchranJce fQr die Divergent und 
eine andere for die Konvergene in ^sm Sinne geben kann, daB die Glieder 
aUer dwergenten Reihen (mit monotonen Gliedern) von irgendeinem be- 
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atimmten Index ab dwchweg oberhcdb der einen (unteren) Sclvranke, die 

aller konvergenten Eeihen unterhcdb der anderen (obeien) Schranke liegen 

mflfiten Derm da es doeh allemal unendlich viele monotone (a,,*) gibt, 

die beide Schranken unendlich oft flberschreiten, und da andererseits die 

betreffenden ^a v ' entweder divergieren oder "konvergieren mttssen, so gibt 

es zum mmdesten entweder d^vergente ReAen, fur welche unendlich viele 

Glieder noch unterhalb der unteren Schranke liegen, oder konvergente 

Reihen, bei denen unendlich viele Glieder die dbere Schranke ilbersteigen. 

Dagegen Ia6t sich zeigen, dafi eine solche Schranke fQr die Konver- 

gene aUein existiert, daB dieselbe aber merkhch hoher liegt, als fruher ge- 

wohnlich angenommen wurde Zunachst gilt namlich der folgende Satz: 

(HE) Bei einer honvergenten Meihe vrnt monotonen (wenn 

auch nur niemals eunehmenden) Ghedern a v hat man stets. 

{5) a v -< , d h : lim va v = 

" r->oo 

Fur Reihen nnt monotonen positiven Ghedern a v bildet ah 
die Beeiehung (5) eine notwendige Konvergenebedmgung x ) 

Beweis Infolge der voiausgesetzten Konvergene der Reihe ^a v 
1a6t .sich zu beliebig kleinem e > em m so fixieren, dafi: 

^+1 + ^+1+ +/.+ <T fflr f*^ w 9 = !, 2, 3, . 
Setzt man hier Q = (jt bzw Q = (i + 1 und beachtet, dafi allgemein 

a S0 



und daher: 



also allgemein 

v a r < fi fur- v 

<l h in der Tat, wie behauptet: 

hm v a a = 0. 



1) Dieselbe ist aber an aich. nooh Jceme hwretchende (Beispiel 
limv jA-c-O 0-1,8,8,. ), 

r-. i^W 

wahrend ^ ^A-r divergiert a 48, 8. 828, G-L (14)) "&ber einen lesonderen 



Fall, in welchem die Bedmgung (5) aioh ala hvnretchend fQr die Konvergenz er- 
-weiat, B 85, Nr 1, FnBn. 1 
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Im tibrigen hatte man diesen Satz, statt ihn in der yorstehenden 
sehr einfachen Weise direkt zu beweisen, anon unmittelbar aus emem 
frdher gefundenen Ergebmsse allgememerer Art durch Spezialisierung 
herleiten konneo In 45, Nr 4 -wurde nambch gezeigt, dafi fur jede be- 
hebige Iconvergente Reihe ^a v die Beziehung besteht 1 ) (S 310, Gl (16)): 

(6) hm ^1*1 + -**" + + Jf ' a * - 

~ftn * 

?->< JKL V 

wenn die M f > mit v metnals abnehmend ms Unendliche wacbsen 

Unter den besonderen uber die a v gemachten Voraussetzungen steht 

es aber obne weiteres frei. M = zu setzen, wodurch dann die Be- 

a v ' 

ziehung (6) sofort die Form 

hm v a, > 

V->00 

annimmt 

Zugleich ergibt sich aber im Anscnlusse hieran die Moglichkeit r 
das in Gl (5) enthaltene Resnltat m folgender Weise zu verallge- 

memern Es bezeiohne wieder ^; =- eine divergence Eeine mit positiven 

Gliedern und es werde aufier der Konvergenz der Reihe ^a r voraus- 
gesetzt, dafi die Folge D v a v ni&moHs eunehmend mit unbegrenzt wachsen- 

dem v gegen Null konvergiere Da man mfolgedessen M v j^ setzen 

JJy ***V 

kann, so liefert die Beziehung (6) auf diese Weise die folgende Verall- 
gemeinerung des Satzes (III). 

(Ilia) BedeMtet^*a v eine Iconvergente, ^Ijr eine diver- 

gente Reihe mvt positiven Gliedern und konvergiert dieFolge (D v a v ) 
monoton gegen NuU, so ist: 

(5 a) limD^a.-O, wo ' s v - -^- + 4- + - + 4-- 

i->oo ^\ "* JJ V 

Die spezielle Wahl D v *** 1 liefert offenbar wieder die Bedmgung (5). 
Setzt man ferner D r - v und beaehtet, dafi (vgl 34, S. 208, Gl. (13)): 



BO ergibt sich ; dafi fur eine konvergente Reihe Sa rf welche der Be- j 

i 
1) Mit der offenbar ohne weiterea erlanbten Weglassuug dea Anfangs 
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dingung gemigt, va v "^(v + l)a v+1L (woraua dann eo ipso folgfc. a, >a l+1 
und daher nach Gl (5) limva r =>0) die Beziehung bestelit. 

V->00 

(5b) kmi/lgv a v = 0. 

*->-00 

Da aUgemem (s 51, Nr. 4, S 348) 

^& + M (* -0,1, 2, ), 



so findet man durch die analoge Scblufi \veise, daB: 
(Bo) km Z, 4+1 (v). ,-<), 



-** 



falls die Folge L k (v) a r niemals zunimmt *) 

4. Zeigen die letzten Bemerkungen, daB unter gewissen Vorausseteungen 
die Q-lieder a v emer konvergenten Reihe aucb Bedmgungeu von dei Form 
(5b) 7 (5c) genfigen, so ist doch ohne das Hmzutreten solcher spezieller 

Voraussetzungen keine derselben erne ftti die Konveigenz von J5JX not- 
umdige Vielmehr besteht ala Eiganzung zu dem Satze (HI) dei fol- 
gende Satz 1 

(IV) JBedeutet (Jf v ) erne mit v lehebig langsam ?<? Unend- 
liche wachsende Zahlenfolge, so gibt es steis lonvergente Reihen 
^q, mit posihven monotonen Glied&rn, fur uelche 

(7) hm v M v a y == oo , 

d h die Reihe enflidlt unendlich viele Glieder, welche mfimtar grofier 
smd } als die entsprecJienden der (bei geeigneter Wahl dei M v 

relativ stark 2 )) dwergenten Reihe ^^ =?- 

Anders ausgesprochen Wie langsam aucli die M v ins Unendliclie 
wachsen nwgen, so Mdet die Beeiehung 

hm vM v a v < oo 
Jceine notwendige Bedmgung fur die Konvergens der Reihe JX 



1) SelbatverBt&ndlich hat man im Fallo der Konvergenz von ^q r aach 
allemal 

hm L v a = 



falls dieser Grenzwert existtert, und in jedem anderen Falle 



Vgl 47, S 819, FuBn 1. 

2) Namhch behebig wemg Bchwacher als ^ 
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Beweis. Es bedeute (w y ) eme mit v monoton ins Unendliche- 
waohsende Zahlenfolge, welche der Bedmgung genflgt m^-^M^ (z. B. 
m v =>yMJ, fernerj^e, eme Iconvergente Eeihe mit monoton dbneJimenden- 
Ghedern und jp , p if , p lf eme unbegrenzte Folge wachsender nattir- 
licher Zahlen (speziell p i 1) von der Besohaffenheit, daB: 



(was offenbar, wegen lim m v *=> oo, stets mOgboli ist). Setefc man 
sodann: *~* c 

1=8 "" ' ' = = " 







so wird: 



sodafi also ^5 V Jconvergiert Zugleich ergibt sioh: 
o 

p M -6 ^- 
also: 

i->00 * 

d. h. sohheBlioh. 

lim v JSf b OO 



Will man statt der Beihe ^b v init memcds zunehmenden, aber teil- 
weise einand&r gleichen Gliedem eine im ttbngen sich analog verhaltende 
mit durchweg abnehmenden Gliedern a v herstellen, so seize man: 



(,,) eine beliebige Folge posjiaver, monoton abnehmender Zaltlen 
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nut nicht verschwindendem Grenzwert, etwa hm k v k > bedeutet 
( z B &, = &-!- , & r = jfc.e v Alsdann 1st offenbar fttr jedes v: 



auBerdem ^a v wiederum Convergent und: 

hm v M v a v = 7c km v Jf v 6 r = oo 

v-yoo v->oo 

5 Die vorstebende Deduktion beweist zwar die Existenz yon Reihen 
^a v der fraglichen Art, sie liefert jedoch kem direktes Verfahren, nm 
bestimmte Beispiele solcner a v m anthmetischen Zeichen anzuschreiben. 
Um em solches zu gewinnen, geben wir fflr den in Rede stehenden Satz. 
noch einen zweiten zwar etwas kompkzierteren, aber in der bezeiohneten 
Richtung vollkommneren Beweis. 

Es bedeute f(x) emen arifhmetischen Ausdruck von folgenden Eigen- 
schaften . 

(A) Es soil f(x) fQr jeden Zahlenwert x, der erne gewisse ZaW 
X Q ^ erreicht oder tlbersteigt, eine positive Zahl y voistellen, die mit ar 
monoton ins Unendliche wachst und zwar m der Weise, daB: 

(8) * + l)-/W<l. /"("X^- 

(B) Die Gleichung: 

(9) y-ft*), 

welqhe nach (A) zu jedem Werte x > ar einen jtositiven, mit x monoton 
ewehmenden Wert j/ > f/ (wo: y ~ W) liefert, soil auch wmgekehrt zu 
jedem y > y einen posihven, mii y monoton awnehmenden Wert a; > % 
definieren 1 ), welcher durch das Symbol: 

(10) s-<p(y) (sodaB also: (lOa) <p(f(x))-x->f(<p(x))') 

bezeiohnet werden moge. 

Aus (8) und (9) folgt sodann: 



also mit BenUtzung von Gl. (lOa): 



uud daher BchlieBlich fQr y 

(ii) 

1) Die Bedingang (B) lafit sich mitffilfe TonBegriffen, welche der Funktoonen- 
l&re angehSren, kflrzer in folgender Weise formulieren : 

Es Boll /"() fOr aa^.x 9 eine eindeutige, rtetige trad monoton zunehmende, 
positive Fxmkhon von x bedenten. 
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Bedeutet jetzt 57 ?r erne behebig anzunehmende Iconvergente Reihe, 
deren Glieder der Bedingung genugen: 
(12) Ci-4.^1, 

so hat man nach Ungl (11) fur hinlanglich groBe Werte von A auclr 



sodafl j00*scten g^C^i) und g)(C^) stets fwrnrfcatews einegansse Zahl liegen 
mufi. Nun nehme man wiederum noch erne Folge positive?, mit wachaen- 
dem v monoton abnehmender Zahlen \ so an, daB Hm Tc v = h von Null vcr- 
schieden, und setze. 1 ~ vcc 



ffir alle ganzzahligen Werte v, welohe durch die Bedmgung definiert sind- 
(15) v(Cf 1 . 1 )^v< v (Ci) 

Alsdann nehmen offenbar die a, mit wacheendem v monoton db. AuBer- 
dem laBt sich zeigen, daB- Lm v M v -a v = oo und die Reihe ^a v Jcon- 
verg&nt ist v ~* 

Bezeichnet man namlich mit jp^ die grofife gange Zabl, die Ueiner 
als <p(C^) ist ? d it diejemge ganee Zahl, welche durch die Bedingungen 
definiert wird. 



so kann man zunachst die Ungleichungen (15) durch die folgenden 
ersetzen: 



und man hat: 

Pi 



, 
' 



9 



- 

d h.: _ 

<20) hmv /-(v) o,^fc, 

r-^oo 

und daher mit BerGcksichtigung von Ungl (8)' 
(21) lim v M v a v == oo , 
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Setzt man ferner: 



(22) 

P B +1 .+1 

so -wird: 



Tr 

A 



woraus die Konvergeng der fraglichen Reite unmittelbar hervorgeht 
Damit ist aber der ausgesprochene Satz Tollsbandig bewieaen. 
6 Will man jetzt Beihen ^a r von der eben charakterisierten Be 1 - 

fichaffenheit wirklich herstellen, so kann man etwa fiber C^ so yerfagen, 

dafi man setzt: 

Ci^tf, wo p > 1 , 

also-: 



Ittr alle v, welche der Bedingung (15) genttgen, d. h. fdr: 
(25) y(a~l^v<9>(A?). 

Mit Hilfe dieser UngleichnngeTi lafit sich sodann A auoh explizite daroh v 
augdrQcken Wegen: f(g>(^)) x folgt namlicli aus (25): 



und hierans ergibt sich: 

(26) 

also: 

(27) ^ 

Da aber offenbar: 



(28) y/X^TK, nnddaher: 

so kann man, ohne den Oharakter der Ifceihe ^o y zu verandern, das 
Glied (27) auch dnrch das folgende etwas einfachere erseiaen: 
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1st dann z. B M v Ig v vorgelegt, so wahle man etwa: f(x) (lg x) a y 

(wo- <7>1), also: x*=>e v " -^(y); alsdann wird, wenn man noch p-tf r 

setzt: 

(30) a, -- ^-5, (wo: 



Die Reihe J^X 1st alsdann Ttonvergent, obschon inre monoton abnetimen- 
den Q-lieder der Bedicgong genugen: 

(31) lim v lg v a v oo. 

->CO 

jSe reagiert also auf Jceins der logarvthmischen KonvergeneJcntenen. 

7 Nach dem Satze (III), 3. 367, bildet jede Zahlenfolge von der 
Form ( j , wo eine beliebtg Mein anznnenmende positive Zahl bedeutet ; 

eine Schranlie fttr die Konvergenss in dem Sinne, dafi die Glieder der mo- 
notonen Zahlenfolge (a y ) Ton einer bestimmten SteEe ab jene Sohranke- 
rncht mehr erreichen diirfen, wenu ^Sa r Iconvergieren soil Ersetzt man- 
dagegen durch e v , wo (,) eine positiye mit wachsendem v "beliebiff 
langsam gegen Null abnehmende Zahlenfolge bedeutet, so gibt ea nach. 

Satz (TV), S. 369 ; unendhch nele Jconvergente Eeihen 2a vt deren (mono- 
tone) Glieder die Schranke (} unendlich oft tibersteigen. 

Ans der bewiesenen JExtstene der Konvergenaschranke () folgt aber r 

wie schon aus der Bemerkung am Anfange yon Nr. 3 herrorgeht, ohne 
weiteres die Nicht-Evistenz einer Divergenescfwanke. Denn bezeiohnet (&,} 
ir^en^^tM positire monotone Zahlenfolge, so gibt es nach Nr. 1 state nn- 
endlich viele monotone Zahlenfolgen (a v ), welche die beiden Schranken 

l-^\ und (b v ), wo ^<-J-, wend7zcA o/iJ dwchseteen, sodafi^a^ sicher 
divergieren mafi. Da man hierbei for (6 V ) die Glieder einer beliebig stark 
Teonvergierenden Reihe s.TT w ^ en ^^d di ese wiederum noch durch eine 
wesentlw'h starker konyergierende ersetzen kann, so gilt also der Satz: 



Wie starJe auch die Reihe-g- Iconvergieren moge, 8<h 

gibt es stets divergente Reihen 2 a u w/ * t&r &?** (monotonen) 
Gliedern wbegrenet viele infinitar Jcleiner sind als die ent- 

sprechenden der Reihe ^,-^- t d h. man hat: 



(32) lim O r a r 0. 
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8. Wir kbnnen aber aucb geradezu em einfaches Yerfabren angeben r 
urn bei behebig vorgeschriebenen C, eolehe divergent Reihen Jfa, wirk- 
lich herzustellen. 

Man wable einen arithmetiscben Ausdruck ??(#), der fflr alle reellen 
Zahlen x > X Q positiv auaf allt und mit x monoton und so ms Unendhclie 
wacbst, dafl: 

(33) <p(v) > C v , also nacb Satz (III), S 367, a fortiori <p(x) > x. 
Ferner ftlbre man die Bczeicbnungen em: 

(34) ViW-yCar), 9i() 



Bedeutet dann & eine beliebige positive Zabl > 1, so lafit sich zunacbat 
infolge der Boziebung ^33) eine positive Zabl a BO fixieren, dafi: 

(35) Vi (*)>&* fUr: x^a, 

Aledann wird aber iramer ftlr x a: 



(36) 

Die GUieder ^(x), tp t (x) t , 97^(0:), bilden also eine unbegrenzte, 
monoton ina Unendliobe wachsende, positive Zablenfolge Und zwar hat 
man far x ^ a und A - 2, 3, 4, naoh Ungl. (36) und (36): 

(37) Vjl (a) - >,_, (a?) >(& - 1) ^(a) >(& - 1) . 6 . 

und daher bei pasaender Wabl von 6 und a tz. B. fttr & ^> 2, a 

jedenfalls: 

(38) 



sodaB twisdien <p/_i(a) and 9>;(a) stets mindestens eine ganee Zabl liegt. 
Nimmt man jetzt wiederum noob eine Folge positive? } monoton db 
nehmender Zahlen k f mit dem von Null verschiedenen Grenzwerte lim \ k 
yn } so soil gesetzt werden: 



ftlr alle ganzzabligen v, welone durcb die Bedmgung definiert sind: 

W 9i-i(a)-l*<*i(a)--l (^-2,3,4,...). 

Alsdann nebmen offenbar die a v mit waobsendem v monoton ab } und es 
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lafft sich andererseits zeigen, dafi hm (7 V a r = und die Reihe 2* v 

1 J i f-^OB 

divergent ist 

Bezeichnet man namlich (analog wie in Nr. 5, 61. (16)) mit p^ did 
groftte game Zahl, die Kleiner als ^(a) ist, sodafi also: 



(41) 9i()-l 

so laBt sich zunacltst die Bedmgung (40) duroh die folgende ersetzen: 

(42) ^-i^ 
Infolgedessen wird 1 : 



also: 



d h.: 
(45) 

und schliefilich mit Berttoksichhgung yon Ungl. (33): 
(46) Km^ a,-0 

Ferner hat man: 



(47) ^ a *" m ^f-A ir wenn: Ai ^a, geseJbzt wird. 

* ' *i- 4 

Da sodann: 

(48) ^ 

v ; z 



so ergibt sioh sofort die Divergent der fraghchen Reihe, da (nach Gl. (11 b), 
S. 327) * ^-* das aUgemeine GUied einer divergent Eeilie bildet 



BeispieL Es sei: 0, - vt, wo p > 1. Man kann also setzen: 

(*)-af, wo tf>^. 
Alsdann wird: 
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Nmamt man der Emfaclmeit halber die oben mit a bezeichnete Zahl 
auch tf (was z B. sicher gestattet ist, wenn 0^2, da alsdann: 



BO -wird nach (39), (40): 

(49) ,-^TI faUs: a *~ 1 -l^vt a *-l' 

Um auch hier wiederum A explizite dnrch. v auszudrttcken, tat man: 



d h.: 

(50) A- 

und daher: 

(61) a, -- - (>,>!). 



Die Reihe ^a v divergiert, obschon ihre monoton abnehmenden Glieder 

der Bedingung geniigen: 

(52) lim v? a y . 

r->eo 

Sie reagiert also auf Items der logarithmischen Dtvergenzknienen. 

54 Die Kriterien zweiter Art. 

1. Ala allgemeine Form fttr die Kritenen eweiter Art ergab sich 
(s 47, S 321, Formel (12)): 



(1) 



und man natte jetzt nnr noch fur D r bzw C^ irgendeinen der ob^n auf- 
gestellten typisohen Ausdrticke einzasetzen, urn die fertigen Kriterien 
herztistelleii. Dabei ergibt sich nun aber fur das Konvergenzknieiiuw. 
die Moglichkeit emer sehr merkwdrdigen und zugleich zweckmafiigen 
Umformnng, dnrch welche die bnke Seite des ^onter^ew^kriteriums tden- 
tisch mit derjemgen des ZkvergengkriteTiwna wird: an die Stelle des 
Enterienpoores (1) tntt dann also em evn&iqes disjwnktives Kriterinm 



ZV av+p -D v+i )<0: Divergent, * 

S+p + 1 ' 

lim (7 V -^^ C, +1 ) > : Konvergen0, 
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Fttr die Kowo&rgene von ^a v erwies sich als Mnreichend ( 47, S. 321, 
Formel (11)), wenn von einer bestimmten Stelle ab, etwa fQr v^n, die 
Beziehung besteht: 

(2) 



Snbstituiert man hier nach 49, 8. 341, GL (6): 



so ergibt sioh nach Weglassung des gemeinsamen Faktors M v und Multi- 
plikation mit einer willkflrlich anznnehmenden postfwen Zahl Q ; 





Nun stellt aber em Ansdruck von der Form: -^=y ~ steia das 

<? -^r-i 

allgemeine Glied einer divergentfin Reihe dar, und nmgekehrt laBt sick 
das allgemeine Glied D^" 1 jeder divergenten Reihe naoh 48, 8. 329, 
QL (16) in die Form setzen: 

*- 



* 9 Jtf y _! 

Da im fibrigen die Zahl Q hierbei gar keiner anderen Besohranknng unter- 
worfen ist, ala der, positiv, also > zu sein, so laBt sicb die Konvergenz- 
bedingung (3) jetzt ohne weiteres doron die folgende ersetzen: 



(4) J> T .L._D > 



and diese letztere Bedingang wird wiederum von einer bestimmten Stelle 
v ^> n ab mifc Sioberheit erfiiJlt sein, wenn: 



- 

Damit ist aber die oben angekttndigte Umformung des Konvergenz- 
knterrams in der Tat vollzogen. 

2. Dnrch Eombination der Konvergenzbedingong (5) mit den in (1) 
entnaltenen ergibt sich, wenn man wiederum beachtet, dafi jede "bdiebige 
positive Zahlenfolge (B v ) entweder der Klasse der Zahlenfolgen (D y ) oder 
derjemgen der (O v ) angehoren muB, das folgende Konvergenekrderium 
ewetter Art von besonderer AUgemeinheit: 
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(J) HmjB, -^*---.B )>0- Konvergene *) 



Dasselbe rtthrt in der Hanptsache von Kummer her und bildet das 
Analogon zu den in 50 abgeleiteten allgemeinateu Kritenen erster 
Art (G) mid (H) (S 344). 

Es kam hier vor allem darauf an, den Zusammerihang dieses wegen 
<ler groBen WiUkurttchkeit der Zahlen JB V doch auBerst merkwflrdigen 
Kritermma mit der friiher gefundenen Grundform der Konvergenzkrite- 
Tien (Ungl. (1)) yollstandig anfzuklaren, d. h. den wahren Grund dafttr 
anzugeben, warum man die im KonvergenekniemuD. (I) naturgemafi auf- 
tretenden Zahlen O v schliefihch durch ganz bekebige positive Zahlen J5 V 
ersetzen darf Will man auf die Feststellung dieses Zusammenhanges ver- 
aiohten, BQ ISBt sich die Bichtigkeit des Kriteriums (J) a posteriori eiu- 
facher auf folgende Art beweisen. 

Angenommen, es bestehe die Ungleichung (J) 7 so inub schon f(ir 
idle Werte v yon einem bestimmten Werte v m ab eine Beziehung 
von der Form etattfinden: 



und es wild somit: 



Da hiernach die links stehende Differenz stets positiv ausfallt, so 
nehmen die positiven Zahlen B v a v+p mit wachsenden Werten von v 
monoton db, und man kann daher setzen: 

(7) 



wo K eine bestimmte Zahl ^ bedeutet *) Sabstituiert man jetzt in 

1) Man kann diesem Kntenum (analog Trie jedem Eonvergenz- oder Divergenz- 
kntenura zweiter Art vgl. 47, S. 821, PuBnote 1) auch die Form geben- 

Konvcrgent 

Die Eichtigkeit dieser Behauptang wird am einfaohaten erkannt, wenn man autr 
der obigen Ungleiohnng diejenigen Bezienungen ableitet, welohe den im Text 
mit (6) (0) bezeiohneten entaprechen 

2) Man bemerke, dafl 01 (7) keineswegs die Exiatenz eiuea besttmmten posihven 



Grenewertes von (s v v - -- -Br+J bei v > oo erheieoht Es genflgt schon, 
\ a +jj+i ' 



dieser Ausdiack fltets fiber emer poaitiven Zabl bleibt, d. la. wenn sem unterer 
JLimes positiv ausfallt. 
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Ungl (6) der Reihe nach v = m, m+ 1, - , (n 1), so folgt durch. 
Addition der betreffenden Ungleichungen: 



(8) 9 ' 

m+l 

und hieraus ftir n > oo : 

(9) hm 



""*"" m+p + l 



sodaB also ^a v in de* Tat ale Jconverg&nt erkannt wird. 

An die aus Ungl. (J) allemal resnltierende Existenz der Gleichung (7) 
knflpfen wir noch die folgende Bemerknng Nimmt man fttr B v erne Zahl 
vom Charakter D,, so muB oJBfenbar allemal a sem; denn die Be- 
ziehung: lim D v -a v+p a > kann ja nur besteben, wenn ^a y ttiver- 
gwri Somit ergibt Bion: 

Genugen dw ZaUen a v der Eonvergentbedingung : 

(10) h 



50 hot man stets 
(11) 



Dagegen kann oo ^wK verschieden ausfaUen, wenn fttr JB V erne Zabl 
vom Charakter C v gewahlt wild. (Beispiel- a v+p - i, O p v - (v + 1). 



also- Urn C y .--^-O y+1 1, und andererseits: 






3. Verbindet man jetzt ferner das ZoMver^ew^kritenum (5) mit dem 
D*ier^ewkriternim (1), so ergibt sich das folgende disjunUwe K ttenum 
eweiter Art! 



0: Eonverg&nz. 

Die Auswahl der positiven Zahlen D y unterliegt dabei lediglich der Be- 
sohrankung, daB ^D- 1 divergieren muB Auch ist wiederum obne 



1) DieacB Bestdtat bildet das AnaJogon und dio Erganzung zu clem in S 47 
Nr 8 (8 822, Gl. (12a)-(15)) abgeleiteten. T 
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weiteres einleuchtend, daB man, von einem irgendwie fhnerten D 
ausgehend, ein wirksameres Divergenekcitenvm erhalt, wenn man. 
fflr D, das reziprok genommene Gked D 9 ' emer passend gewahlten, 
schwacher divergierenden Reihe gubstituiert (namhch einer Bolchen, bei 
der nicht allein D r '>-jD v , sondern auch; zuin mindesten fur jedes end- 

T\l J\ 

liche v^n: - > ~f^\ Sodann laflt sich aber zeigen, daB durok 

V ' 

eine derartige Substitution, auch das betreffende Konvergenssknierium 
eine Verscharfong erfahrt. 

Geht man namlich auf die Konvergenekni&n&o. in ihrer urspriing- 
lichen Form (1) zuruck, so ist zunaohst evident, daB dieselben um so 
wirksamer ausf alien, je schwacfier die bentitzte Vergleiohsreihe ^fi." 1 
tonvergiert Drttckt man hierauf, wie in Nr 1 gelehrt wurde, die (7, 
durch die zugehbrigen M v bzw. D v aus, so entsprechen nach 49, Nr. 2 
(S. 332) den schwacher konvergierenden ReihenJJC,.- 1 a ^ch langsamer *M- 
nehmende Zahlen M v , Da aber diese letzteren auch wiederum solche J> r 
erzeugen, welche schwacher divergierenden Reihen angehoren vice versa 
so folgt schliefilich, dafi die Emfuhrnng soloher D y in die linke Seite der 
^ormel (K x ) auoh eine Verbeaserung des betreffeaden Jonvergen*faiieTmm& 
"bewirken muB. 

Urn zunachst ein Anfangsknterium zu gewinnen, setzen wir in 



und unterwerfeu dabei die M v der Beschrankung: 

(is) JW,SJK;_I 

(die wiederum nur ein AusschkeBen relativ uuwirksamer Kriterien be- 
deutet). 1 ) Ftthrt man sodann im Anschlusse an 48, S 328, Gl (13) 
statt D v der Reihe nach Ausdrtlcke von folgender Form ein: 



(U) A, - - -- L t (MJ D, (ft - 0, 1, 2, ), 

U. 



1) Hierzu let htniewhend (aber nicht notwendig), dafi- 



eine Bedingoog, die bei den flblichen Kntenenskalen ( Nr. 6) allemal erfiillt let. 
Denn man hat. 



und daher, wenn man in dem Grenzwertaatze 87, 8 280, Gl (18) 
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nd setzt zur Abkflmmg: 
(15) 3Lj- 



"v+p+l 

*o ergibt sich die Knterienskcilai 

,_ . ... f < : Divergeng. .. . .. _ N 

(K,) lim JL I A -^ (* - 0, If 2, ) 

^ " ' v y 



znr Fortseteung bzvr. Verscliarfung des Anfangskriteriums (KJ. 

4. Die Kriterien (K,) gestatten noch eine gewisse Urn form nag, ; 

welohe die beim ftbergange von (Kj) zum e>-sten Kriterium (K,) oder | 

von irgendeinem Kntermm dieser Skala zum ndchstfolgenden zn erzielende ' 

Art tier Verschbrfung dentlioher erkenneu lafit. 

Bezeiehnet man deii zur Bildung des Kriteriums (Kj) dienenden Aus- 
drack mit l rf sodafi also: i 



und vergleicht damit den aua GH (15) fttr A resoltierenden ; naodich: 
(17) V '-Jf, ^ 5 "*;*! ,+,, 



8O folgt, wenn man Q-L (16) mit M r multipliziert und von (17) sub- 
trahiert: 



also: 

(18) 

Darnach wird aber: 



r->oo 



oder in eine einzige Beziehung vereinigt; 
(19) iim"A r Co)-~ 1 +Jim 

r+Oi T->08 

wobei das Symbol lim so zu verstehen ist, dafi auf beiden Seiten der 
Gleiohnng entweder lim oder lim zu nehmen ist 



*-> j "- v 
falls der reohta atehende Grenzwert existiert 



Nr. 6 64. Die Knterien zweiter Art 383 



Zur Ableitung des analogen Resultates fur yL v <* +1 ) (fc = 0, 1, 2, ) 
hat man nach (15): 



und daher, wenn man die erste dieser Gleichungen mit lg k+i M v multi 
pliziert und yon der zweiten subtrahiert, znnachst: 



(20) 

- 0& + i J 

Da aber infolge der Bedingung M v ^ -3f r+ i (Gl. (13)): 



( 38, G-l. (34)), so folgt aue (20), daB: 

(21) to V* +1) - - 1+ Em Ig^JK, 



r->oo 



Mit Benfttzong der Belationen (19), (21) lassen sici. also die Kriterien 
Skala (K a ) auch auf die folgende Form brmgen 



ft\ i~ TUT 7 l <1: 

(1) hm Jo, L < . _ 

v"^^ I > 1 : JLonvergenst, 

/L) 



(2) f , 

w - f * * Konvergene, 



wobei also die Z y; V* } durcl1 Gl - ( 16 ) ( 16 ) definiert sind. 

5. tTber die Stellung des Kritonums (B^) zu dem ersten Kritenum 
der Stala (Kg) oder (L), sowie ilber diejemge irgendeines Kntermms der 
Skala (K s ) oder (L) zum naohstfolgenden lafit sich. auf Gtrund der Be- 
ziehungen (19) und (21) jetzt folgendes aussagen: 

Liefert das Fundamentalkntenum (K I ) eme JEntscheldung , d h ist 

lim Z r von Null verschieden oder Bind lim Z, und hm Z r beide von NuU ver- 

-> ->00 

schieden und mit gleichem Voreeichm yersehen, so wird nach Q-L (19) 
lim JiJ unendlich grofi mit dem Vorgeichen von hm l v , gibt somit dieselbe 

->-00 

Entscheidung gleichsam in vergrbfiertem Mafistabe. 

Wenn dagegen das Eriterium (KJ versagt, so ergeben sicb folgende 
Mbglichkeiten: 
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1) Es sind lim \ und km l v bade von NuU verschieden und mit ver- 

v->cn r-x 

schiedetien VoreetcJien versehen. Alsdann folgt aus GL (19), dafi: 
lim. A T W oo, hm A /> + oo, d. h. es versagt auch das auf A <) be- 





zflgliche Knterium in analoger Weise (namlich wiedentm noch in ver- 
gr5Bertem MaBstabe) 

2) Es 1st- lim \ -= 0, bzw. einer der beiden Hauptiimites hm I 0. 

''-*- 00 _ --OB * 

Alsdann kann offenbar, wie GL (19) lehrt, lim IJM sehr wohl nnzwei- 

*->-flB 

deutig < bzw. > ausfallen und somit eine Entecheidung liefern: das 
betrefi ? ende Kriterium stellt also eine wirkliche Verlesserung von (Kj) dar, 
Bin Versagen des auf JI F W bezflghchen Knteriums kann dann wiederum 
nur in folgenden zwei Fallen stattfinden- 

a) Es ist: limJlf r J t <l<lraiiJ,J,, also- lim ^)<0. hmlW>0, 

*-*> ->> v + j r-*-oo 

d. h. das Kntenum lim j^CW versagt genau in derselben Weise > 

v->ao 

wie das Kntermm lim l r im Falle 1) 

V->00 

b) Es ist- bm M v l v 1, bzw. ewer der beiden Hanptiimite* 

_ r-*-oo * 

hm M y l v = 1. Alsdann wird: lim A/) 0, bzw einer der beiden 

"-> _ -> _ 

Hauptiimites hm A y W =- 0, d. h. das Kntenum lim A ^ versact 
* ^>S * ^ 

genau m derselben WeisOj wie das Kriterium 5m Z r iin Falle 2). 

->-00 

Nun lebrt Gl (21), daS beim tJbergange von dem auf */> (A- 0, 1,2, } 
bezughchen Kntenum zu dem nachstfolgenden (d h auf V* +1 ) be?iig- 
lichen) genau dieselben Eventualttaten emtreten, wie beim tFbergange von 
l r zu V>. Daraus ergibt^wch also msbesondere, dafi im FaUe (2 a) daa 
nachstfolgende Kritenum hm ^.W sicher versa^; dafi dagegen im Falle (2b) 
dieses Kriterium erne Entscheidung liefert, sofern nicht flir hm ^ die- 

jemgen Eventualitaten emtreten, die den FaUen (2a), (2b) enrsprechen. 
So fortschheBend gelangt man also zu den folgenden Ergebnissen: 

L Wenn das Kriterium (K x ) oder vrgendein Kntenum der Skala (K,) 
eine Entschetdwig liefert, so gilt das glewhe von jedem folgenden Kii- 
tenum 

IL Versagt das Kntenum (KJ oder wyendein Kriterium von (K 8 ) 
in der Weise, dafi die betieffenden Haupflmites verschtedcne Vorzeichen 
besitzen, bzw. versagt irgendem Kntenum von (L) so, dafi der untere 
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Limes < 1, der obere > 1 ausfallt: so versagt auck jedes foUgende Kxi- 
terium. 

III. Versagt das Kriterium (K t ) oder vrgendein Kritenum von (Kg) 
in de? Weise, daB die #tW als Limes oder als ewer der Haupilimites auf- 
tiitt; bzw. versagt irgendem Kriterium von (L) m der Weise, daB der 
betreffeude Limes oder ewer der Hauptlimites 1 wird: BO liefert das 
folgende Kriterium eme Entecheidwng, sofern mcht auch fur dieses wie- 
derum einer der Falle II, III eintritt. 

6. Die spezielle Wahl: M v v t also: D, 1, gibt wieder die 0u- 
meist gebr&uchltchen Krtterien ewevter Art. Aus (Kj) ; (K2) resultiert auf 
diese Weise: 




Entspreckend ergibt sick aus der mit (K x ) gleickwertigen Kriterien- 
ekala (L) wenn man der Vollstandigkeit kalber wiederum nock das 
Kriterium (K/) in entspreckender Umformung an die Spitze stellt: 

(K") is: v*- i <1 ' Dwar y au > 

r>i a *+p+i ( > 1- jKonwrgrert*. 

* 1 : Divergent, 



^ ' 3^5" \P4. P+1 "/ 1>1* Eonvergen*. 

IT r a v+ P , t Ov f < 1: Divergent, 

{ ) B*+I v *\ / a *^ // I ^ 1 . Ronvergeng. 



Das Kriterium (B^*) bzw. (B^") ist das Cauchysche Ftvndamentcil- 
Jcriterium eweiter Art. x ) 

Das erste Kriterium der Skala (Kj') bzw. das Kriterium (L', 1) 
wird gewohnlich als das Baabesche bezeickuet, wahrend die ttbrige 
Skala (K,') abgeseken von einem unwesentlicken Untersckiede in der 
Fornralierung von Bertrand kerrilkrt. 



1) Man findet ea gewOhnkoh in der Form] 

j. ft y+i { > ! Divergent, 
r -> v 1 < 1 : Koiwergens, 

nnd unter der nnnCbg einsokrfinkenden YoraaBBetstmg, daB der fragliche Limes 
flberhanpt exwbert. 
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Aus der oben angestellten Untersuchung fiber den Wert der allge- 
meiBen Kritenenskala (K t ), (K a ) bzw (L) ergibt sich fur die praktiscbe 
Anwendung der vorstebenden Kriterien die folgende Regel 

Smd der tibere und untere Limes von ( 1 ) d. b von ( v - -- 1) 

V*i+j> + l / \ a v + l } 

von Null verschwden und mit entgegengesetetem Formcfon'bebaftet, liegt 

a 
also der Quotient , wie groB auch v angenommen werde ; um mebr 

a v + l 

als eine gewisse positive Zahl teils oberhalbf teils unMrhalb der Einheit, 
so versa gt mcht blofi das Cauchvscbe Fundamentalkriterium, sondern 

aUe Kriterien der Skala (Kj,') bzw (L') Die Anwendung der letzteren 

d 
kommt also ulerhaupt nur in Fiage, wenn lim oder einer 

_ a 

limvtes lim den Wert 1 hat. 



Zur Prftfung der BeiheJJa,, dient dann zunachst das Raabesche 
Kriterium (L', 1). Versagt dasselbe in der Weise, dafi der betreffende 
untere Lmes < 1 ; der tibere > 1 ausfallt, so versagen auoh alle folgenden 
Kriteiien Erscheint dagegen als Limes bzw als einer der HauptUvmtes 
der Wert 1, so hat man das erste Kritermm von (L', 2) zu Rate zu 
ziehen, also: 



i- i / 
hnilgv (v 

\ 



\f 
/1 



< 1 " 

^ , 

>1: Konvergene 



Es 1st klar, in welcher Weise diese Betracbtungen fortzusetzen sind, 
falls auch dieses ktetere Knterium versagen sollte. Wesentlich ist hierbei 
die Erkenntnis, dafi die weitere Fortsetzung des Yerfabrens resultatlos 
bleiben muB und daber aufzugebm ist, wenn fflr irgendeinen der zu prtt- 

fenden Ausdrucke: ^S k +i v (^M' a * +f *( v +l)) der ww^ere Limes: 
< 1, der dbere > 1 ausf allt. 



55. Anwendung der Kriterien zweiter Art zur Ableitnng der 
GanBschen Kriterien and deren Yerallgemeiuerung. 

1 Die Beziebungen (Kj"), (L' f 1), (L', 2) erweisen sicb fur die Kon- 
vergenzuntersucbung vieler in der Funktionenlebre baufig vorkommender 
Reiben als vSUig ausreicbend und konnen u a. nut Yorteil dazu bentttzt 
werden, um diejemgen, filr gewisse Anwendungen sebr bequemen Kri- 
terien zn gewinnen, welcbe GtauB gelegentlicb seiner Untersucbung fiber 
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die hypergeometrische Eeihe auf umstandlicherein Wege abgeleitet hat. 

Dieselben beziehen sich auf solohe Beihen, bei deuen der Quotient 
flich in die Form setzen laBt: 



'"-'+ +B m ' 

wo m eine gange positive, A eine beliebige positive Zahl bedeutet, wahrend 
^i; -4>i '; -^i ;-#*; beliebige positive oder negative Zahlen ein- 
sohlieBlich der Null vorstellen. *) 

Schreibt man Gl. (1) zunachst folgendermaBen: 

(2) 5H 

wo also: 

f v ^ + AI v" 1 H -f .4 m y-f 1 "- 8 ) und daher: lim P r J, r 

(3) _ t f "?' flo 

so folgt zundohst: 

und hieraue erkennt man, daB der Quotient -- schon von einer 'be- 

skminten Stelle db positiv ausfallen muB, die a v also gktches Voreeichen 
beeitzen. Wir kdnnen daher ohne Besohrankung der Allgemeinheit a y >0 
annehmen etwa fttr v^n. Naoh Gl (4) hat man sodann: 

( Divergent, wenn: A<1, 
(0) \ . . 

I Eoniergents, wenn: A>\. 

1st nun gerade: 

(6) A-\, 

so wird: 



..-i 



1) Ei lit keme -weeentliohe Bevohr&nkung der Allgemeinheit, dafi wir der 
Potenz v" 1 m Nenner den Eoeffinenten 1 beigelegt haben. Ware denelbe nftmliob 
von 1 verfchuden, jedooh pontiv, etwa B, 10 kann man ihn duroh Moltiphkation 

dei Zahlen und Nennen nut =- allemal auf 1 redozieren. 

4) Man bemerke, dafi diete Umformung ibren Sinn behalt und die daran ge- 
kntlufben Sohldiie culti* bleiben, weon Bnuell: ^, fl, ee<n 
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und daher: 

(8) hmv(- a ^--l)-A l -B 1) 

>->< N^ + l / 

sodaB sich mit Benfltzung des Knteriums (I/, 1), S 385, ergibt: 
( Divergeng, falls: J. 1, A t B < 1, 
I Konvergensf, falls: J. 1, -^ 2? t > 1 

1st nun wiederum: 



so wird- 



nnd daher: 

<12) limlg* ,.A- (y + lV- 

7 6 V ^ 



sodafi mit Bentttzung des Divergenzkntermms (L', 2) die Reihe ^a t als 
divergent erkannt wird. 

Betrachtet man z. B die sogenannte hypergeometrtsche Reihe: 



fflr welche also: 



" 12- * -y (y 

and daher: 



{wo eine positive, a, |3, y behebige reelle Zahlen mit Ansnahme der 
g<meen negative* bedeuten sollen 1 )), BO folgt zanaehst ans (5), daB die 
Reihe divergiert fQr a; > 1, Jconvergiert flir x < 1 

1st sodann a; 1, so hat man hier: A 1 + y, B t a + ft, und somit 
1st die Reihe divergent, falls y^a + ft Tconvergent, falls y>a 



1) Wire namlioh a v oder |3= (wo v erne natarliohe Zahl), BO 
wflrde 0^+^ (fflr 9 l, 2, 8, ), tmd wire y v, so wtlrde im Nenner von 
<*n-p ( "" !| 2 i 8, - ) die JTuW als Faktor anftreten, die Eeihe also auinlofl werden 
Sind im flbngen die Zahlen , /?, y Bamtlioh oder znin Tell negattv, so werden 
xmter den Anfangaghedern der Reihe anch negative vorkommen. Da indessen die 
Faktoren a + v, /? + , y + v yon einer gewissen SteUe * n ab eamtiich pontw 
werden mflssen, so haben aUe a, fdr v>.n dcwelbe Vorxetchen, sodaB sich die 
Eeihe im wesenUtdhen wie eine solche mt lawtor potrtteen Ghedern verhait (vgL 
$ 67, Nr 1, 8. 401). 
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2. Die oben fQr den Fall der Beziehung (1) gewonnenen Kriterien 
lassen sicli noch in gewisser Weise verattgemeinern. Zunacbst folgt aus (2) 

fUr J.=-l, daB sich der Quotient -^- nut Hilfe emer identischen TTm- 

a f-H 

formung auch in die Form setzen lafit: 



oder anders geschrieben: 
(16) 

V ' 



,, 



also nut Beniitzung von Gl (3): 

(18) lim E v - A t - J? s - 



Man erkennt nun ohne weiteres, daB die oben gefundenen Divergenz- 
und Konvergenzbedmgungen ganz und gar nicht von der besonderen 
Form des 22, abMngen, sondern lediglich darauf beruben, daB E v mit v 
mcht ins Unendliche wacbst 

Betrachten wii also letzt Reiben ^CL, fflr welche der Quotient 

a v + l 

sich in der Weise in die Form (16) setzen laBt, daB le eine beliebige 
von v unabhangige, R v eine von v eventuell dbhcwgige Zahl bedeutet 
und hm J? y < oo, so bat man zunacbst* 

V->-00 

(19) 

sodaB die Reibe naeh (9) divergwrt, falls ft < 1, fconverpzertf, falls ft > 1. 
1st sodann 7c -> 1, so wird. 

(20) 



woraus damn wieder naoh (12) die Divergenz von *Sa v resulfaert 

Dem zuletzt betracbteten Beibentypus geboren n a alle diejenigen 

Eeiben an. bei denen sich zum mindesten fur v > n durck eine Icon- 

^ 



1) Es wfirde also ffti daa fraghche Eesultat auch. echon ansreichen, wenn ntur 

v 

26 
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vergierende Reihe von der Form: 

(21) -I__I + *L+* + .?| + .. 

V / ^ + i ' T v t T y 8 T^ 

darstellen IfiBt, in welchem Falle offenbar: 

(22) B,._6 1 + A + l| + ..._ 6l + 



Da, wie leicht zn sehen 1 ), die Reihe (21) zum mindesten for v 

anch konvergent bleibt, wenn man die 6 y durch ihre absoluten Betrage- 

ersetzt, so hat man, wenn etwa: 



gesetzt wird, for v > -f 1 : 

1 

d h: 

lim E v l t 

Die Reihe ^a v divergiert also, falls 6^ 1, sie Jconvergiert, falls fy > 1. 

56 tfber die Tragweite der Krlterien zweiter Art nnd ihre 
Bezlehimge.n zu den Kriterlen enter Art 

1 Wie bereits m 47, Nr. 3 (S. 321) nnd NT. 4 (S 323) hervor- 
gehoben wurde, liegt es in der Natur der Sache, dafi die Tragweite irgend- 
emes Eritentuns eweiter Art weaentboh geringer sein mufi, als diejenig& 
des entaprechenden Kriteriums erster Art 

Hierzu mag ztinachst in Hinsicht anf das Cauchysche Fundamental- 
kritenum zweiter Art noch ausdrdoklich bemerkt werden, dafi die Existent 

eines bestimmten Grengwertes lim^i- oder auch nur solcher Haupttitnites r 



1) Man hat nflmlict ftr I 1, 2, 8, 



\ 2 I 

alio, da die Zahlen. ^- infolge der fflr - n beitehende^ EonveigenE der Reihe (21> 
eine endliohe obere Grenze G haben mfiiaen, ffir ^1 



* \n + 1/ 

wo ( * j das allgemeine Glied einer konvergenten Reihe iit. 
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welche beide < 1 bzw. betde > 1, durch die Konvergenz bzw. Divergent! 
der Reihe *Sa r in hewer Weise prqjudiffiert wird Dies geht wiedemm nut 
voller Evidenz schon daraus hervor, daft die JLonvergene bzw. Divergent 
einer Reihe ^a r wichi alteriert wird, wenn man die Terme a v irgendwie 
umordnet oder nut ganz beliebigen positiven (nur im Falle der Konvergene 
stets unter einer festen Schranke, im Falle der Divergent stets oberhalb 
einer positiven Zahl bleibenden) Faktoren mulfapliziert' jede dieser Opera- 

faonen lafit sich dann offenbar so einnchten, dafl fiir die resultierende 

/ 

Reihe ^a v f die Quotienten -^ (y = 0, 1, 2, ) den verschiedenartigsten 

00 00 

Gesetzen gehorchen Bildet man z B. aus der Reihe: ^7 a v ""^? a *> welche 



fflr < 1 "kowoergiert, fur a> 1 divergiert, eine neue Reihe ^ a/, indem 

o 

man jedes Glied von der Form tf ai+1 (A0, 1,2, ) vor das entsprechende 
Glied Ojj setzt erne Operation, die sich tibngens durcl; die Fonnel 
ausdrflcken 15fit: 

00 <0 



so ergibt sich* 



d. h: 



sodafi also die Werte der Quotienten -^ abwechselnd oberhalb nnd un/r- 



der Einhed liegen, gleichgttltig ob a < 1 (Konvergeng) oder > 1 
(Dvoergens) 

Wendet man deneelben UmordnnngBprozefi auf die Reihe mit dem 
aUgememen Gliede a v a* 8 an, fflr welche: 



und somit, 

falls <1: hm . (Konvergene) , 

falls a > 1 : lim -^ oo (Divergent!) , 

26* 
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00 00 

so ergibt sich fQr die resultierende Reihe ^a ' "SI (+(-*)* 

** y ^t 



nnd daher 



Man erkennt hieraus, dafi der Quotient'-^ die Hauptlunites und oo 

besitzt, gleiehgultig, ob <1 (Eonvergetui) oder a>l (Divergent!). Ob- 
sphon also im Falle a< 1 beim tFbergange von a^ zu a s ' i+1 jedes- 

eme so starke Zttnahme erfolgt, dafi der Quotient gg *, +1 mit A fiber 





alle Greuzen wachst, so ist die betreffende Reihe nichtsdestoweniger Jeon- 
vergent, und das analoge gilt im Dnwyaufalle > 1 bezuglioh der Glieder- 



2 Bei den eben beforachteten Beispielen findet immernm erne be- 
standig altermerende Ab- und ^itnahme der Glieder atatt. Es lassen sich 
aber auch kowvergente Reihen von der Besehaffenheit angeben, daB die 






Stelleu v, fur welebe der Quotient -^i jede nock so grofte Zanl Hber- 

a r 

steigt, schlieBlich immer eaKkreicher werden, wahrend die Haufigkeit der 
Stellen, an "welclien eine GliederoJnahme stat^findet, mit wachsendem v 
wibegrenet abnwimt. Das analoge gilt wiedermn mwtahs mutandis fttr den 



Es werde gesetzt* 



wo [l/*] die grSBte in ]/v enthaltene ganze Zanl bedeutet und das im 
Nenner von a v stehende Produkt sich auf alle ganzen Zahlen von v bis 
9 einsohlieBlich erstrecken solL Da nun: 



also: 

([Vv]+l) 8 >v, d.h. ^v + 1, 
80 erkennt man zunachst^ dafi: 



und Bomit ^a v Iconvergiert Legt man v einen der Werte. 

t_l (1-1,2,5, 
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bei, so hat man wegen: tf ^ v < (X + 1)' durohweg: 

und daher: 



Gehoren also v und (v -f 1) leide der Zahlenreihe A 8 , * 8 + 1, , f 1 J- 1 ^* 
an, so wird: 

(3^)) a ^-or+iT 

und somit: 

W ^ 

** 



Dagegen hat man fttr: v - (A,+ I) 8 - 1, v + 1 - (A + I) 8 : 

l 

_ ^"' 

und: 



("+*) 



Der Quotient -^ nimmt somit ,,M aUgememen" nach Gl (5) den 
<* 

(schLwfilich uber alle Grensen wachsenden) Wert v an, namlioh mit einr 
ezger Ausnahme der offenbar in unmer grSBeren Abstanden auffcretenden 
SteUen: v - (A+ 1) 8 - 1 (A - 1, 2, 3, - ), wo also (v + 1) eine Quadrat- 
ssaTH ist 

Betraohtet man start der Reihe ^ a v die Reihe ^-j;, so hat man 
offenbar eine divergence Reihe mit den entsprechenden Eigentumliohkeiten, 
du h. der betreffende Quotient nunmt hier im attgemeinen" den mit wach- 
sendem v leliebig Klein werdenden Wert -J- an ; wahrend die nwr veremeelt 
auftretenden Stellen, bei welehen eine GUiederxfttnahme stattfindet, unmer 
sdtener werden. 

3. Urn die Beziehung zwischen den Cauchysohen Fundamental- 
kritenen erster und eweiter Art ( 50, S. 341, Fonnel (D') und 54, 
S. 385, Formel (B^") und Fufinote) festzustellen, beweieen wir zunachst 
den folgenden (in der Haupteache von Cauohy herrflhrenden) Satz: 

r + I 

1st I ^ der untere, L ^ oo der olere Limes von - 
fur v+ OQ, so ist der untere Lmes von Ya v mindestens /, 
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der obere hbchstens L. 1st also inslesondere 1*=>L, cdso 
M L, so wvrd ouch hm }/a v L 






r->oo 



B ewe is. Wir setzen zunachst I als positiv (also von Nutt verschieden), 
L als endlich voraus. Alsdann lafit sich einer ~beliebig Mem (msbeson- 
dere < T) anzunehmenden posvtiven Zahl c eine positive ganee Zahl m so 
zuordnen, dafi: 

frj\ 7 ^ a +l ^ r I fH_ y > 

1st Bodann n eine positive ganze Zahl > m, und setzt man in Ungl (7) 
der Reihe nach v = m } (w + 1), i , (w 1) ; BO folgt durch Multiph- 
kation der resultierenden Ungleiohungen: 

(I _ fi )- < ^ < (i + e )- , 

also, wenn man diese Ungleichung mit a ffl multipliziert und in die 
te Potenz erhebt: 

M 

n m 

Lafit man jetzt M ins Unendliohe wachsen, so folgt, wegen: 

m ^ JL 

lim (I s) " 1, lim(Z + e) * = 1, lim a^ = 1 
(s 30 am Ende, 8 186) zunachst: 

I e ^ hm I/On ^ -^ "I" ) 

*->OD 

und da s beliebig klein gemaoht werden kann, schliefilich: 

(9) I ^ hi" y tt_ ^ i 

->OB 

In Worten: Das GreneintervaXl von f^ kann ntewoZs aber dasjemge 
von -^^ AiwaMsro<7n (wohl aber enger sem) 1st nun speziell I = L, so 
folgt aus TJngL (9), dafi auoh: 

(10) I - lim 1/0^ - L, 
d h. man hat allemal: 

(11) 



wenn dieser letgtere Qrenzwert existiert (die Werte und oo vorlaufig 
nooh ausgescMossen') aber mcht wngekehrt (Beispiel s Nr. 4). 
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1st jetzt I bzw. L oo, BO bleibt UngL (9) offenbar gleichfalla 
in Kraft, solange I und verschieden sind, da ja der untere Limes 



Ton ~ mindestens 0, der obere hochstens oo ist. 


Hat man dagegen I < L 0, so tritt an die Stelle der Ungleiohung (7) 
ine von der Form: 



<- . v^m, 

daher an die Stelle von UngL (8) die folgende: 

i m 1 

o "^ x ~ 

woraus daun analog wie oben: 



n->e 

Tesultiert. 

1st schliefilioh I Zi oo, so hat man: km-y^ 0, wenn 6^ 
gesetzt wird; nnd somit naoh Gl. (12): -> 



also: 
<13) 

Hiermit 1st der oben ansgesproohene Satz ohne jede Einsohrankang 
"bewiesen 

4. Das in GL (11), (12), (13) enthaltene Resultat kann zuweilen mit 
Yorteil dazu verwendet werden, um den Grenzwert von )/p^ fttr v >-oo 



zu berechnen, wenn derjenige von -^^ leichter zu ermitteln ist So findet 
man jetzt z B. aus: 



ohne weiteres: 
/14) 

y-^ee --ao 

Ala Beispiel dafttr, dafi diese Schlufiweise, wie oben im Anschlnfi 
an GL (11) bemerkt wurde, nicM umkehrbar 1st, betraohte man die Aua- 
drileke: 



1) Vgl 87, Nr. 8, 8. 880, FuBn 1. 
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Hier wird: 

(a) hm yj^ 1 (da nach (14)- lim ]/v lim yv" 1 1), 

(16) 

(b) 



n v \ *t 

TV 

und dieser Ausdruck hat fdr v * oo den Grenzwert oder oo, je nach- 
dem v gerade oder ungerade Man hat somit: 



Andererseits besitzt 



bei geraden Werten von v fdr v > cx> den Grenzwert e, bei ungeraden 
den Grenzwert e~ J , sodaB aleo- 






Die Anwendung des in NT. 3 bewiesenen Satzes auf die Cauchy- 
sohen Fundamentalkriterien ergibt offenbar das folgende Resultat: 

Ltefert das FundamentalJeritenum tweiter Art beeuglich der 
Eeihe2a v eine Entscheidung , oder lersagt es m der Weise, daft 
der Grenewert 1 mm Vorsdiein Jcommt, so gilt das gleiche von- 
dem Eriterium erster Art 

Dagegen kann das letetere noch ewe Entsclieidung liefern r 
wenn das erstere in der Weise versagt, daft 

lim ^ 1 , dagegen * 



Man betraehte z B. die in Nr 1 durch Umordnung der Reihen 



gebildeten Keihen 

00 00 

offenbar auf das Gauchysche Kntenum erster Art reagieren, wahrend 



1) Das GletchheitszeiGh&n. soil dabei natdrliob. nur fQr eine der beiden Be- 
ziehungen gelten, da ja andernfalls. 



Iffl., d h.- taa 

1'->00 fl x V->-00 
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dasjemge aweiter Art vollstandig versagt; ferner die Reihe mit dem all- 

gememen Gliede: a r ~>p v a" - 1/- 1 )*. * Hier wird: lim Ya v a (GL 16 &\ 

> 

woraus die Kanvergene der Reihe fOr a < 1, die Dnergerut ftlr a > 1 
resultiert Dagegen hat man nach Gl. (17): 



sodaB also das Kritermm ewevter Art wieder yollstapdig versagt 
Bei derReihe mit dem allgemeinen Gliede: a r g r a* ( 
hat man ebenfalls (nach GL (16 b)): lim |^ a, also Konvergens fttr a< 1^ 

*->OD 

Dwergeng fflr > 1. Andererseits wird nach GL (18): 



woraus nur soviel gefolgert werden kann, daB die Reihe ffir a < -^ Tson- 
vergiert, fiir a > e 8 <ZM;erpjer<, wahrend fttr solohe Werte von a, welehe 
dem Intervalle -j ^ a ^ e* angeh6ren, das Yerhalten der Reihe frag- 
hch bleibt 

5 Eme ganz analoge Beziehung, wie die soeben fflr die Cauehy- 
schen Fnndamentalkriterien entwickelte, ftndet ganz allgemeiu zwischen- 
den disjunktiven Kritenen ewedw und den entsprechenden erster Art 
statt A ) Setzt man, wie in 54, S 382, Gl (16): 

wo: D-i-M H -M n _ t (a.a 



so lautet das diyunletwe Entenwn zweiter Art (a. a. Formel 

f < : Dvoergene, 

(20) hm Z J ^ A _ 

v ' * l>0: Ronvergene 

Wird ferner gesetzt: 



(21) ^ -- ? --- ^ (wo speziell: 



o 



so hat man ate dfwjpwfawes ihfemm erster Art ( 50, S 338 > 

Fonnel (E)): . _ 

y _ f<0: Divergent, 

limA;. . _ 

,T^"l>0: Eonvergene. 



1) fiber die Benehung der Kntenen gwatar Art zu der G'ren^wert/'orm der Kn- 
tenen erster Art B die Bemerknngen in 47, Nr 8 (B 888) Tind 64, Sr, 2 (8. 879). 
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Es soil nun gezeigfc werden, dafi das GrenewtervaU von & memals 
dber dasjenige von l n hwausragen kann, und daB daher insbesondere 
lim % n hm l n wird, falls der lettttere Grenzwert existoert 



Dabei kdnnen -wir uns auf den Fall lim D n = oo beschranken, da 

n^-oo 

die Aunaliuie eines endhchen lim D M , wobei man offenbar ohne Beschran- 

n->oo 

kung der Allgemeinlieit lim D n =- 1 aetzen kann, auf den zuvor behan- 

, ^- 

tlelten Fall der Cauohysohen Fundamentalkritenen ftthrt. (Die Annahme, 
daB hm D 9 oder daB dieser Ghrenzwert flberhaupt nicht existiert, 

*->co 

bietet fUr die Kriterienbildung kein Interesse ) 

Beien nun I, L die zunachst als endlich angenommenen Hauptlimites 
"von l n fttr n > oo, so kann man jeder beliebig kleinen positiven Zabl 
erne positive ganze Zahl m so znordnen, dafi. 



Z-KZ),.; 

und aufierdem im Falle 



< 1 fttr v 



Brmgfc man sodann UngL (23) auf die Form 



s 



'v+l 



folgt, dafi auch: 



Nun isfc allgeraein fflr > - 1 ( 34, S. 206, Ungl (3)): 



sodafi aus UngL (25) die folgende resultiei't. 



(26) 



I i 
-D.^ 



1) Im Palle L ^ hat man, wegen ll, stetn: |Z| ^ |L|, sodaB gleioh- 

L-a 



zeitijf rait -=: < 1 Bohon von Belfast auch; 



<1 
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Durch Substitution von v=-m, m -f- 1, , n 1 (wo n > m) und duroh 
Addition der betreffenden Ungleichungen findet man: 

n -^ * 

(27) (1-6 

wo- 

2> v +i =*= 7 , also: limjp,, == 1 



Dividiert man die letzte Ungleichung noch durch^'J!),," 1 und lafit 
sodann n ins Unendhche wachsen, wobei offenbar: o 

n 

a ^*D- 1 ( 48, S. 325, FuBn. 2), 

m+l m+1 

und: 

^ TT-Z 



so geht aus UngL (27) die folgende hervor: 

l g 1 



o 
und da behebig klein gemacht werden kann, schlieBhch- 

(29) l<>limk n ^L. 

n-> 

1st also speziell I = L d. h lim ? n endhoh und bestunmt (den Wert Nutt 

n-> 

eingeschlossen), so wird: 

(30) lim Js n = lim Z tt 

n->oo n->oo 

Ferner bleibt Ungl (29) offenbar wieder ohne -weiteres gultig, wenn. 
2 =1 oo ; bzw. L = + oo, sofera nur ? und L verschieden smd 
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1st dagegen Z Jk + oo, so tritt an die Stelle der Ungl (23) erne 
der Form: 



wo A eine bettebig groft Yorzusehreibende positive ZaLl bedeutet. Ala- 
dann folgt aber mit Hilfe der oben angewendeten SchiuBweise, dafi auch: 



d. ^- Bchliefilich: =- oo 

*->BD 

werden mnfi. 

Das analoge ergibt sicb. im Falle Z oo. Die G-leichung (80) 
behalt somit auch ikre G0ltigkeit 7 falls lim l n = oo . 



Da der zur Ableitung der Beziehungen (29), (30) angewendete- 
ProzeS wiedernm nicht wnkehrbar ist, so ergibt sich hiernach das fol- 
gende Resultat: 

Liefert das Knierium gweiter Art: 



'besuglich der Eeihe^a^ eine Entscheidung, oder versagt das- 
sdbe dwrch das Auflreten des Grensswertes Null, so gilt das 
gletche von dem Kriterium erster Art: 



1m A;- lim 



Dagegen hann das letetere erne Entscheidwg lie fern, wenn das 
erstere in der Weise versagt, daft: 



1) Wobei Belbstventandlioh das Zeichen = wiederum nor fOr eine der be- 
treffenden Bedingnngen in Betraoht kommt. 
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ETapitel HE 

Reihen mit positiren und negatiyen Gliedern. 

57. Absolute und nlcht- absolute KonYergenz. Biemanns Satz 

fiber die Herstellnng einer nicht-absolnt konvergenten Beihe mlt 

gegebenen Gliedern und belleblg yorgeschriebener Summe. 

1. Die TTntersucbung einer Beihe mit lender negatwen Gliedern ( a r ), 
wo also a, > 0, lafit sich vermoge der Beziehung: 





ohne weiteres auf diejenige einer Beihe init posiiiven Gliedern zuruck- 
ftthren J ) Insbesondere wird also aueh erne solcheEeihe immer nurfcowver- 
gieren oder etgenttich dwergt&ren (namlicli nach oo) Und sie wird, falls 
aie Tsonvergiert, atets wnheAwgt konvergieren auch in dem erweiterten 

00 

Sinne, daB die Eeihensumme nioht geandert wird, wenn man^jJ( a r ) in 

o 

<eme endhche oder nnendliohe Anzahl von Pariialreihen zerlegt und so- 
dann die aus den Summen der letzteren gebildete Beihe summiert ( 46, 
Nr. 3, 8. 312) Ebenso lafit sich auch der for ein gweifach-unendliches 
Schema von positives, Gliedern a^ bewiesene Satz ( 46, Nr 4, S 317, 
Gl. (23)) ohne weiteres auf em solches von lauter negativen Gliedern ( a v) ) 
ubertragen. 

Auoh eine Eeihe mit positives und negatwen Gliedern, bei welcher 
sntweder die negafciven oder die positiven Gheder nur in endlicJier Zahl 
vorkommen, bietet nichts wesentlich neues: denn ihre Untersuchung laBt 
sich naoh Abtrennung einer gewissen endlichen Anzahl von Anfangsghedern 
auf diejenige einer Beihe mit lauter gleickbeeeichneten, also schliefilich mit 
lauter positiven Gliedern zurttckrohren. 

Sei jetzt aber erne Beihe ^u x vorgelegt, welohe sowohl positive als 
negative Gheder in unbegrenzter Anzahl enthalt Werden alsdann die 
positiven Gheder in derjenigen Beihenfolge, wie sie in der obigen Beihe 
auffcreten, mit a,, 4, o^, , die negatwen nut 6 1; 6 8 , & 8 , be- 
zeichnet, und setzt man: 



1) Ftli den FaU der Konvergenx i. | U, 8. 802, Gl (82) 
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ao wird- 

(2) P-^,--BV 

wenn m v die Anzahl der positiven , r diejemge der negativen GUieder 
bedeutet, welche in s v vorkommen. -Lafit man jetzt v, also auch m v) y 
liber alle Grenzen wachsen, so folgt. 

(3) hm~g y ^F 

Es konnen nan die folgenden drei wesenthch verschiedenen Falle 
emtreten 1 

I Die Reihen ^a x) ^b x sind beide leonvergent, sodafi man setzen 
kann: 



(4a) *a,~\irnA ~A, * 6 X lim J3 - .B 

- ->-eo ^ *-^ v -+cc ^ 

AId,nn geht GL (3) m die folgende fiber: 
(4b) lims v = A-B, 

r->oo 

d h. die vorgelegte Reihe ^u x ist in diesem Palle konvergent und ihre 



Summe ist gleich der Summe aus: *fl x nnd ( & x ) 

i i 

Dabei laBt sich die Bedingung, dafl a x , 2^ eingteln konvergieren 
sollen, nooh durcb erne etwas einfachere ersetzen Die aus den absoluten 
Betragen der Glieder M X gebildete Reihe .^JM,,! enthalt offenbar genau 
dieselben Gheder, wie die beiden Reihen ^a x , ^b x zusammen, sie ftow- 
vorgi&rt daher sicher / wenn jene leiden Reihen Tconvergieren Und umge- 
kehrt: wenn 2\^\ konvergiert, so mnfi auoh jede der Reihen ^a K) ^b x 
als eine aus der Reihe 2\** ( mlt kitier positives G-bedern) beraus- 
gehobene Partialreihe konvergieren Somit gilt der Satz: 

Ewe Reihe mtt postiwen und negativen Gliedern ist sicker 
Itmvergent, wenn die Reihe der absokden Bebrage famvergiert. 

Eine Reihe, fttr welche diese Voraussetzung zutruGft, soil dbsolut 
I'onvergent heiflen. 

II. Konvergiert nur eine der beiden Reihen ^Sa x , ^^ yf so lehrir 
GL (3), daB Jw x divergieren muB und zwar ,,eigentlMh u , namlich nach 
-f oo, wenn ^a x divergiert, naoh oo, wea&^b )t dirergiert 
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III. Divergteren die leiden Eeihen J?a x , -5"Z> X > hat ma11 a ^ 80 ' 

hm A m oo, lim B n oo. 

ni*i / n v / 

V-+-OD r v^-oa * 

so lafit sich im allgemeinen aus GH. (3) zunHchst kein bestimmter SchluB- 
auf die Beschaffenheit von Hin s v ziehen. Nur in dem Falle, daB lim | w x \ 

v->-eo >><* 

bzw. lim | t* x | von Null verschieden ist, erkennfc man nach den> fi ilher 

X--oo 

gesagten (a. 44, Nr. 4, S. 299) ohne weiteres, daB 2** dwergnrrn mufi 
1st dagegen hm x 0, BO lafit sich zeigen, dafi ^Eu M je nark dcr Anord- 

x--w 

nung der Gheder soivohl Iwnvergieren, als auch eigentlich divcrytei en odt t 
oseiUieren Icann. 

2. Hierzu beweisen wir zunachst den folgenden von Riomann her* 
rQhronden Satz: 

Hat man twei iiribcgrengte Folgen pos^tiver Zahlm ( x ), (& x ) 
von der Beschajfenliett, daft lim a x lim & x ist und die Hethen 

X->-o x-fr-eo 

^a x , 2b x divergieren, so lassen sich die ZaJden o,, a,, a.,, 
und b lt &,, 6 8 , derartig in eine unendliehG Hnhe an- 
ordnen, daft dieselbc konvergiwt und eine vorgeschrielenc Swnme $ 
"btsitrt 

Beweis EB eei urn irgendeine Festsetzung zu treffen die nit 
ttbrigen bohebig vorzuschreibende Summe 8 etwa ^ gewulilt Alsdaun 
entnehme man der P'olgo der a x xunachst ao viele GUioder a lt o^, f Wi> 
daB deron Summe die Zahl s gerade itiersteigt (was infolge der Divergent? 
von J' K stets moghch ist), aber bei Weglassung des lotzten Summau- 
den a ffl| die Zahl s hochstens crreichen wUrdo, sodaB also: 

iH-fltH + a mi >s, a, + 0i + -- + mi -i^ s 

oder, wenn zur Abkflrzung: 

(5) a! + o t + + a mi - tf t 
gesetzt wird; 

(6) <y i >5^tf 1 -a mi . 

Nun ftige man zu J 4 so viele negative Glieder &j, & s; , b^ dafi. 
die jetzt entstehende Summe: 

(7) tf/-^-^-^ 6 BI 

gerade noch ttn^er 8 herabsinhtj aber bei Weglassung des letzten nega- 
tiven 01iedes ( 6 ) die Zahl s u mindesten noch errctchen 
sodafi also: 
T8^ <T ' ^ <T */ 4. ft 
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Jetzt bilde man wiederum aus tf t ' clurch Hinzuf&gung weiterer positive? 
Glieder eine Summe: 



yon der Art, dafi tf, die Zahl 5 ubersteifft, aber bei Weglassung des letzten 
0-liedes a^ sie hbchstens erreichen wiirde, also: 



und hierauf durch Hinzufttgung weiterer n^a^er Glieder eine Summe: 

<H) <*'- * 

sodaB: 



Fahrt man in dieser Weise ^ort, so gelangt man einmal zu emer 
ana m v positiven Gliedem (oj, (%, , a m ) und w r-1 negatioen Ghedern 
( 6 17 & 8 , , 6 ) bestehenden Summe tf y , welche nach Analogie 
ron Ungl. (6) und (10) der Bedingong gentlgt: 



oder anders geschrieben- 



desgleichen zu emer aus m v positiven und n r negativen Gliedem bestehen- 



den Summe <?/, sodafi. 



oder anders gesonrieben- 

(14a) <)<-*;&,. 

Infolge der Yoraussetzung lim a x lim d x lafit sich aber jeder 

X->00 X->00 

beliebig kleinen positiven Zahl eine positive gauze Zahl m so zu- 
ordnen, dafi: 



sodafi dann gleichzeitig nacli Ungl (13 a), (14a)- 
<15) 0<<y r 5<c, 0<5-<j,'< 

wird, woraus zunkohsfc soviel hervorgeht, dafi bei unbegrenzter Port- 
setzung des angezeigten Verfahrens die besonderen mit <J V , e v ' bezeich- 
neten Summen fQr v > oo gegen den Grenzwert s konvergieren 

Bezeichnet man jetzt allgemein mit s^ die Summe der ersten p Glieder 
der durch obiges Verfakren emeugten Eeihe, so wird, wenn 5^ mit emem 
negabven Gliede schliefit und etwa: 
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Sp den Bedingungen gentlgen 



SchlieBt dagegen s^ mit einem positiven Gliede und hat man 

*, + ,<P^; ,+! + ,, 
so wird' 

( 1? ) .*,+!, 

sodafi sich allgemein ergibt: 



(18) lima - 



lim a 
lim 6 

Zugleich ist ohne weiteres klar, wie das betreffende Yerfahren zu modi- 
fizieren ist, falls etwa s < vorgeschrieben worden ware. 

3. Der eben bewiesene Satz ist nooh insofern einer Erweiterung 
ffihig, als man durch passende Anordnung der Gkeder (a x ), ( 6 X ) auch 
erzielen kann, daB S M fttr ji > oo zwischen irgendzwei vorgeschriebenen 
Zahlen l t L oszilliert oder auch nach -f- oo bzw. oo div&rgwrt. 

Sei etwa die als dber&r Limes von s^ vorgelegte Zahl i^O, so hat 
man offenbar, urn das gewttnschte Resultat zu erzielen, mit Beibehaltung 
der in Nr 2 gebranchten Bezeichnung nur BO zu verfahren, daB (siehe 
Ungl. (13) und (14)) . 

worauf dann . 

lim s^ = L , lim 8^ = I 

wird. (Analog fttr den Fall <0.) 

Soil ferner lim s u = + "werden, so nehme man eine Reihe wach- 

sender positiver Zahlen M 1} M i} >, M^ so an, dafi lim M v oo. 

->OB 

Modifiziert man sodann das in Nr. 2 angegebene Yerfahren in der 
Weise, daB 



1) Der Inhalt dieaer letzten Betraohtong lafit aich auch folgendermaflen for- 
mulieren Man hat offeubar 

hm s hm <r v , lim g (t =* lim e v 

(i-*oa P i-> /(->' v->oo 

und daher, wegen 

hm 0,, = lim 0^ = s, 



27 



r-voo 
achlieflhch auoh 

lim s.. = 
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vergieren mufi: andemfalls liefie sie sieh ja naoh dem erweiterten Riemann- 
Bchen Satze (Nr 3 des vongen Paragraphen) durch TJmordnnng auch 
divergent machen. Aus dem Umstande, dafi die Beihe absofat konvergiert, 
ergibt sich dann aber ohne weiteres die Unveranderlichkeit ihrer Summe, 
also die unbedwgte Konvergene in dem ^rilheren engeren Sinne 

3 Der Satz von der UwoeranderticMcevt der Reihensumme bleibt aber, 
geradeso wie bei konvergenten Beihen nut lauter positiven Gliedern auoh 



dann noch bestehen, wenn man die absolut Teonvergente Reihe 
eine unendlwhe Arizahl von Partialreihen- o 



(6) 



4. 
f 



zerlegt und sodaun die Summe der aus dec emzelnen Partialreihen (Zeilen- 
summen) bestehenden Beihe bildet, d h. man hat: 



CO 



vergiert, und dafi daher naoh dem Satze des 46, Nr. 3 (S 312)- 
(8) 

00 

Es Jconvergiert somit jede Zetie des Schemas (6) dbsolut, und es Twwoergwt 



Aus der Voraussetzung folgt namlicb zunachst, dafi u v \ Jcon- 



die aus den Zeilensummen: 



gebildete Beihe Daaberfttr jedes n: 



und daher auoh: 
(9) 
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auch^l 



oo 



so Jcotwergiert gleichzeitig nut 



schlieBkch, ea tonvergiert 



Urn nock die Gtiltigkeit der Gleichung (7) nachzuweisen, flihren wir 
neben der Beziehung (1) die folgende, analog gebildete em: 



(10) 
wo: 



.-. 



-1, wenn: w^ ^ 0, 
-0 wenn: v) < 0. 



Bildet man. sodann die beiden Schemata: 



so enthalt das erste lawter Qlteder ^ 0, namlieh alle diejemgen, welche 

00 

die Beihe s v u v (Gl (3)") ausmachen, wahrend das zweite aus lavter 






^-<. 

Gliedern ^0, namlioh den Gliedern der Reihe^(l O tt, beateht. 
Infolgedessen gelten aber die Beziehungen: o 



(12) 



und hieraus folgt unmittelbar durch Addition, daB: 



jf^W BS ^*w y , q e d. 
oo o 



1) D*bci Bind aUo die Snmmen Jv r - O t 1, 1, 
y o 

Qheder der in Prage itehenden Rwhe wfeufasien 



d ernaefcen 
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00 

Smd solche Parfaalreihen ^P u ^ nur m ewdZzcfar Amahl ( + 1) 

o 
vortanden, so findet man offenbar analog: 



00 

QD 

ScUieBlicli erkennt man noch, daB aucb. jede Kolowne ^ u ( ? (v =0,1,2, ) 

o 
des Schemes (6) dbsolut Jconvergiert, nnd daB sodann 



00 

bzw, wenn nur (n + 1) Kolonnen vorhanden smd. 



00 



4. 1st wiedernm statt der ewfachrunendl'ichen Reihe ^Su v von vorn- 
herem das tswetfach-unendlwhe Schema (6) vorgelegt, so gilt der fol- 

Von den drei Gleichwngen 



(17) 



(b) 



der 



(wo ?7 erne endliche ZaKL ledewtet) 0ieH jede einselne die 

Existent* der beiden anderen nach sich, sdbdld die in der 

Voraussetgung auftretende Reihe bei Vertauschung der w (r) nut 
ikren absoluten Betra^en Convergent bleibt 

Beweis Wird zunachst die (Mtigkeit von G-l (17 a) nnd zngleich 



voraus- 
gesetzt, rnit anderen Worten: Jconvergiert die einfach^mendliche Reihe (17 a) 
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absolut, auch wenn man die eineelnen Summanden u^ als die Gkeder der 
Reihe auffafit, so ergibt sioh die Richtigkeit der Gleichungen (17b) und 
(17 c) okne weiteres aus den Betrachtungen der vongen Nummer, wenn 



man die in Gl (17 a) auftretende Reihe an die Stelle der dort mit 
bezeichneten setzt 

Besteht dagegen Gl (17V) bzw. GL (17 c) mit dem Zusatze, daB auch 

00 00 

bzw ^jt ^v M * konvergiert, so folgt zunachst aus 

o o 

emem fur Reihen mit lauter positiven Gliedern geltenden Satze ( 46, 
Nr 4, S 317) die Kowoergeng der Reihe: 



w o 



+ +^+^1). 



o 



und somit die absolute Eonvergenz der Reihe. 



falls man die einzelnen Summanden u als die Glieder der Reihe 
auffaBt 

Alsdann ergibt sich aber wiederum aus den Betrachtungen der 
vongen Nummer, daB die Swnme dieser letzteren Reihe mit jeder der 
beiden Summon (17b) und (17c) ideniasch sem mufi, womit also der 
oben ausgesprochene Satz bewiesen ist 

Hebt man insbesondere dasjenige Resultat heraus, welches sich auf 
das gleichzeitige Bestehen der Gleichungen (17 b) und (17 c) bezieht, so 
erhalt man den folgenden Satz, welcher gewokolich schlechthin als der 
Cauchysche Doppelrmhensatg 1 ') bezeichnet zu werden pflegt: 

Konvergieren aUe Zeilen des Schemas (6) mid folden die 
Zeilensummen eine Iconvergente Eeihe mvt der Summe U, so 
gilt das glewhe von den eingelnen Kolonnen wnd von der Eeike 
der Kolonnensummen, sobald die Konvergene der emeelnen 

1) Die Benennung iat in Wahrheit vncht TcorreU denn ea handelt aich in 
Gl (17 b), (17 o) gar moht urn Dqpprfreihen in dem ublichen und apaterhin (a 62, 
Nr 2) noch auflfahrlich zu erCrternden Smne, vielmehr urn aolche Bummationa- 
anordnungen der zweifach-unendlichen Zahlenfolge (6), die wir paaaender als tte- 
rmrte Beihen bezeiohnen. Da sich aber die obige Benennung dea betreffenden 
Satzes aUgemem eingeburgert hat, so w&llen wii aie bei gelegentiicher Zitierung 
desaelben beibehalten (Der Satz findet aich in Cawihys Analyse algtbrigw) [1821], 
p 641 Oeuviea (2), T. HE, p 444 ) 



412 Abscbmti II Kap III Reihen mit positiveu und negativen Ghedern Nr 6. 

Zetten wd der aus den Zeftensummen gebildeten Eeihe ethalten 
lleibt, wenn man die M'* } durch die absoluten Betrage ersetst.*} 

5 Aus dem Hauptsatze der vongen Nummer ergibt sich noch der 
folgende auf die Mtdtiplikation zweier absolut konvergenter Reihen be- 
ztlgliolie, als ,,Cauchysche Multiplikahonsregd" bekannte Satz: 

00 00 

Bind die Eeihen U und v***V dbsolttt kon- 



(18) 



o o 

vergent, so gilt fur thr Produkt die Sexnehung: 



wo: 



14^,^ -\ 



und die Reihe der w v Jconvergiert absolut, aucJi wenn man dercn 
eineelne Bestandteile u fl v r _ /t als Eethcnglied&r auffaflt. 
Beweis. Bildet man diejenige Doppelreihe, welch e aus (6) entstoht, 
wenn man u *- |W M V V | setzt, also: 



(19) 



+ 





so ergeben sich mit Eticksicht darauf, dafi auf Grund der Yoraussetzuug 
die Reihen 2^^ 2\ v v \ konvergieren, durch Summation der Zeilen die 
Ausdrttcke: 



, v ll 



und ale Summe dieser letzteren Reihe: 



o o 

Darans folgt weiter, dafi das Schema 



(20) 



'+ , 

1) Dabei steht ea BelbBtrentandUcb. frei, bei der Formnlierung den Satzes 
,,ZeUen" und ,,Kolonnen" zu vertauachen 
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welches ja die ^etfewsummen U v , U v l} - , U-v,, - und als Summe 
der aus diesen gebildeten Reihe das Resultat U 7 hefert, seine Kon- 
vergenzeigenschaften behalt, falls man jedes Glied u^ durch semen 
absoluten Betrag ersetzt Alsdann ergibt sich aber nach dem Satze der 
vorigen. Nummer unmittelbar die Richtigkeit der Behauptnng (18) durch 
Summation nach Diagonalen 

59. Eriterien fiir effeMive, d. n. eventuell nnr bedingte 

Konrergenz. Alternierende Beihen. Abelsche Transformation 

nnd daranf beruhende Konvergenzkriterien. Dirichletschfr 

Reihen. Ein Grenzwertsatz. 

1 Wir wollen erne Reihe, von der nur soviel feststeht, dafi sie vb&r- 
Jiaupt Iconvergtert, als effektiv Tzowoergent bezeichnen: eine solohe Reihe- 
kann dann moghcherweise absolut divergent sem ; sie braucht also nnr 
"bedmgt zu Iwnvergieren 

Es entsteht nun die Frage: Gibt es aUgememe Kriterien, um die 
effective Konvergene emer Reihe zu erkennen, falls deren absolute 
Divergent bereits feststeht oder wemgstens ihre absolute Konvergene 
mcht ermittelt werden kann 

Diese Frage ist aber zn vernewen, und zwar mcht nur in dem Smne r 
dafi es lisher mcht gelungen ist, Entenen von ahnlicher Allgememheit 
wie fflr absolute Konvergenz und Divergenz aufzufinden, sondern nut dem 
ausdriickhchen Bemerken, dafi diese Moglichlceit dorch die Natur des 
fraghchen Problems wohl als ausgeschlossen erscheinen durfte 

Emige besondere Falle, m denen sich die effekhve Konvergenz emer 
(mbghcherweise absolut divergenten) Reihe wirklich alletnal feststellen 
lafit, sollen jetzt naher betrachtet werden 1 ) 

2. Far sogenannte altemierende Reihen, d h solche, deren Qheder 
dbwechselnd positive und negative Zahlen sind, gilt der folgende Satz. 

Ist a v ^ a v+l > 0, lim a v ; so konvergiert die Eeihe 

r-^oo 

( 1)" a v> c ^ so dw Eeihe: 



Beweis Setzt man wiederum allgemem; ^ ( 1)* a, = s n) so wird- 

o 

CO 



- K-OI) + fa-ai) + +(t-fl+i) 



1) EIB -weiterer Fall, der &n die Lehre von den unendlichen Produkten an 
knlipffc, findet sich 85, Nr 8 
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Da jede Klammergrofie ^>0 1st, so erkennt man, dafi s am+1 jposifav 1st 
und mit wachsenden Werten yon m memats dbnmmt. Inpbesondere 
hat man: 



Bringt man sodann den Ansdrack (1) anf die Form: 



so folgt andererseits, dafi ftir jedes m : 

( 4 ) 

Man hat also: 



nnd da s jm+1 monoton ist, BO mufl fttr >oo ein hestunmter Grenz- 
wert existieren, etwa: 

(5) limSj, m+1 = s (wo ofenhar: a a^s^oj. 

m-> 

Da femer: 

S >m + l ~ ^Ira ~~ ^m+l 

so ergibt sioh ; dafi auoh: 

(6) Km a, m - lim s f m+1 + hm o, m+1 - s 

m->oe m->-eo m-> 

wird, d. h. man hat allgemein: 

(7) lim $ a , q. e. d. J ) 

-> 

3 Hiernach 1st z B. die harmonisohe Beihe mit alternierenden Vor- 

" r 1 _*_ 

zeichen ^* - - Tconoerg&ni und zwar bedingt, da ^ dwergiert 

i i 

tTbngens kann man die Summe dieser Keihe mit Hilfe der fruher ab- 
geleiteten Beziehung ( 34, GL (7) und (13)): 

M 

(8) lim ( 2? -- Ign) y (d. h. endlich und bestimmt) 

Van \4rnl T> I 



1) Man kann mit Bentitzung des in Ungl (2) und (4) enthaltenen Fnnzipes 
etwas kflrzer auoh fblgendeimaflen achbefien Es iat- 



und, da die KLammergrOfle offenbar veaenthoh pontiv ut 



nodafl also | n+ ^ w | duroh "Wahl von n Idtebtg TiUm wird und somit die be- 
treffende Beihe Jconvergtcrt 
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leicht bereohnen. Man findet namlich dnrch identische Umformiuig: 



3m fin 



* * * in nt 

^^y ^B ^Vw 9 ^yv ^ 

.^^J v ^^^ * ^f^J 2v 



1 

9m 



1 1 

(wegen: Ig2 Iga-lg2') und hieraus fttr w > oo 

(9) 

Die oben bewiesene Konvergenz der altermerendei/ Reihen ist be- 
sonders geeignet, um erkennen zu lassen, dafi das M a/8 der Grliederdbnahme, 
d. h, die Q-eschwndigk&tt, mit welcher die absoluten Betrage der Gheder 
bei wachsender Stellenzahl der Nutt zustreben, fttr das Zastandekommen 
einer "bedingten Konvergenz ohne Belang ist Denn die Eteihe^( l) r a v 
Iconvergiert, wie langsam auch die a v abnehmen mogen, sofern dies nur 

ttberhaupt monoton geschieht (so ist z B. ^] ^ ' Convergent). Dagegen 

ist gerade die Monotonie der GUiederabnahme fttr die G-ttltigkeit des be- 
treffenden Konvergenzsatzes unumganglich notwendig Man darf also 
wicht etwa analog wie bei der a&soZwfew Konvergenz schlieBen, dafi 

gleichzeitig mit der Reihe ^( 1)* a> y (wo: v ^ r+ i lima y 0) auch 



die Reihe 2( 1)* ^ honvergiert, sofern nnr km 1. Sefczt man z B. 
fttr v-1,2,3,-.-: '*" 



also fttr {i - 1, 2, 3, : 

1 , 

31 . On , 

l/2/t 1 * 

^ 1 wvj^nw ft 

V->-oo 



so hat man lim 1, wenn a r gesetzt wird, folghch die 

V->-eo a * YV + 1 

Eeihe 2( 1)"~ x y sioher Iconvergiert Nichtsdestowemger dwergiert die 
Reihe ^"( I)"" 1 &, denn es ergibt sich: 



(12) 
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' 4 Em tlberans brauchbares Hilfsmittel zur Absohatzung gewisser 
Snmmen liefert eine yon Abel herrflhrende identische Umformung, welche 
war schlechthin als die Abdsche Transformation*} bezeicbnen werden 
Setzt man: 

(13) to + ^+ .. + *,-F, (v-0,1, ,), 
also: 

(14) ,-F , .-F.-F,,.! (ir-1,2,. ,), 
so wird: 



n 1 





und es ergibt sich daher sclilieBJich: 



n-l 



als die oben gemeinte Transformationflformel. *) 

Dieselbe kann offenbar unter TJmstanden znr Beurteihing der Kon- 

00 

vergenz einer unendhcben Beihe von der Form ^* M y v, dienen 8 ), wenn 

o 



1) Sie wird von anderen auch parttette Summation genannt In Wahrheit lassen 
sich -wohl (Me bekanuten Satze fiber lediglich. effekttvc Konvergenz auf dieee Trans- 
formation zurflckfilhren. Dies gilt z B. auoh von dem Satze in Nr 2 fiber alter- 
merende Reihen (vgl ITr 6) 

2) Zuweilen 1st ea zweokmafiig, der Gleichung (16) die folgende Form zu geben* 



V v + U n + 1 V n 


Dabei kann die (auf der Jinken Seite dez Gleiohung ja gar nicht vorkommende) 
Zahl fl + i gams wiHkOrltch angenommen werden, da die einzig damit behafteten 
Grheder der rechten Seite, namlich. <* n+1 F H mid -\-v n+1 V n eich gegenseitig 
anfheben 

8) 1st die Reihe ^v v dbsolvt konvergent, BO gilt das gleiche von der Beihe 
^u v v v , flofern die | r | nur der Bedingnng genugen, nnter emer endlicnen Schranke 
ro bleiben (vgl. 8 818, Fnfin 1) Etwas analogei findet offenbar nicht mehr atatt, 
wenn ^v v nur bedtngt konvergiert 
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a rechts auftretenden Ausdrttcke bestimmte Grenzwerte far 
esitzen Alsdann wird: 



hm 



erkennt hieraus, dafi die Reihe w v t, sicher Iconverpiert, wenn 

o 

r M, + i) F T fe)nyer<^er^ trad lim w n T n eme lestvmmte 
o "*" 

1 0) vorstellt. Hierzn ist aber hvweichend: 



(t r M y+1 ) ofesoZwi konvergiert und die absoluten Be- 
o 

rage der V v (v = 0, 1, 2, ) stets unter einer ewcB?feew Grenze 
)leiben 

)afi auBerdem 

wtweder: (a) lim u n = (m -welcliem Falle dann die F r keiner 

R->-M 

^eiteren Bedingung- zu gentigen brauchen), 

lim u n ^u (d. h. von Null verschiederi) 

""*"" 

Urn F M - F (d. h. auZfaft inkl 



Cb) 
v ; 



d h. un Falle (b) mufi die Reihe t> y geradezu Jconvergteren, 

o 

svahrend sie im Falle (a) auch. innerhalb endlicher Grenzen osnil- 
\ieren darf) 

an bemerke, dafi in bezug auf hmu A infolge der Annahme 1) wirklich 

n->-oo 

von dieeen bnden Fallen eintreten mufi Da namlich 

n-l 

.2"* (t r -, + ,) o . 



bt achon die effckttvc (also tun BO mekr die absolute) Konvergenz der Reihe 
w r+1 ) die Esnstens einei beshmmfen limtt n Diese letztere Bedingung 

n-*-oe 

omgekehrt auoh htnretchend far die effekbve, aber noch mchfc fiir die 

00 

onvergenz von (u v w r 1 ) . 
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Im Falle (a) folgt dann ans GL (16): 

00 00 

(17 a) 2^-=2^- w ^)' F - 

un FaUe (b)- 

eo oo 

(17b) ^*M> v ~J^(,--, +1 ) F r + V 

o o 

Dabei konvergiert die rechts stehende Reihe anf Grand der gemachten 

00 

Anaahine absolut, also aueh wtibedingt, wahrend fttr die Reihe 



ans Gl. (17 a) oder (17 b) lediglich die effekttve (moglicherweise also nnr 
feedtw^c^ Konvergene in der durch die Indtees vorgeschnefoenen Anordwwng 
erschlossen werden kann 

Han kann dieses Resnltat zu dem folgenden Satze znsammenfassen : 



1st >> (w t M,,^!) absolut und vv, effekbv Convergent, so 
o o 

die Eeihe ^lu v v v aum mindesten m der durch die 

o 
Indwes vorgeschnebenen Anordnung. Dies gitt im Folk km u v -= 



v v innerhalb endltcher Grenzen oseilhert. 
5. Die zur GKlltigkeit dieses Satzes erforderhche Konvergenz der 

oo 

Reihe ^f u v M *+i[ "* s^cher dann vorhanden, wenn die * eine mono- 

o 
^ona Folge bilden und lim w y mc^ unendlich 1st Derm ana der letzteren 

*"*> oo 

Annahme folgt znnachst die effektwe Konvergene yon ^ (u y M V +1 ), und 



o 

diese 1st dann eo vpso erne absolute, da die Differenzen (w r w >+1 ) wegen 
der Monotome der w r durchweg ^> oder durchweg ^ Bind. Man ge- 
winnt anf diese Weise den folgenden Spezialsatz: 

eo 

, so Jcowergiert ^l u v v vf wcnn die 



lim u 



Ossilliert ^>v v innerhalh endUcher Grengen, so Jeonvergiert 
o 
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eo 

^7 v v v vr wenn *w Monotone der u v noch die Sedingung hm tt r 
o --eo 

hingukommt. 
Man erkennt leioht, daB der in Nr 2 bewiesene Satz fiber die Kon- 

eo 

vergenz einer Reihe von der Form: ^*( !)", wo: a v ^a v !>0, 

o 
hm a v C als spezieller Fall in dem zweiten Teile des eben ansge- 

sprochenen Satzes enthalten ist. Man hat n'amlich nm zn setzen: u v a v , 

00 

v v = ( 1)", wobei dann ^S v v in den Grenzen und 1 oszilliert 

o 

Zugleich aber gewmnt man auf diesem Wege die folgende Yerallge- 
meinerang des Satzes von Nr 2: 

Ist a v ^a v+ i>Q, lim a v 0, vn v beliebig yanegahltg, so 

endlichen 



o o 

Crreneen oseiUiert, d h fdtts die Different: ewischen der Anedhl 



der m ^ ( I)" a v enfhaltenen posvtwen und negativen Glieder 

o 

fur jedes noch so grofie n nwnensch unter ewer gewissen positiven 
ZaW lleibt J 



6. Wenn u v u v+l | Ttowoergiert, so ist die EndlwJikeit von luoa V 9 



o 



eine zwar hwrewhende, aber Jceineswegs notwendige Bedingong fftr die 



^ M,, + j) F r Vielmebr : wie schwach auchv ] u v u v + j | 
o o 

"konvergieren mag, so gibt es ja stets nooh schwdcher Tconvergierende 



Reihen, d h. Jconvergente Beihen von der Form: |u y w y+1 [ V,, 

o 
wo: bm V v - + oo ( 49, Gl (9), S 332; Gl (13), S 333) 

r->oo 

Hieraus folgt aber, dafi die Transformationsgleiohung (16) anch dann 



noch zur ErschheBung der Konvergene von u v v v dienen kann, wenn 
- o 

1) Diese Bedinguag ist Jiinrttchtnd, aber noch keinesfaUs notwendtg ( Nr. 6) 
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v v v zwar eujenthch divergiert oder mnerhalb wnendLicher Grenzen oszil- 
o 
liert, sofern nur lun | V v \ lediglieh in geeigneter Wetse unendlich wird 

->00 

Wir wollen diese Eventuaktat fflr den Fall positiver, monoton gegen 
Nutt konvergierender u v etwas naher untersuchen Alsdann mag gesetzt 
werden: 



(wo M v -vnedemm die firlhere typische Bedeutnng hat, d h 
lim M v oo), sodaB GH (16) die folgende Form annimmt: 



Man kaun nun hier znnachst eine sehr emfache und an die Grlei- 
chung (19) sich aufierst bequem anschlieBende notwendige Bedingung far 



die Konvergene von^vJ-^- angeben Setzt man namhch m 45, S 309, 

o 
QL (15): u v - ~-j b t M v , so ergibt sich die Beziehung 

(20) hm ^f- 

w->oo n 

als notwendige Bedingung fttr die Konvergens 

findet man also nut Rficksicht auf Gl (19) zunachst folgendes 



Convergent und v 
o ' "~" 
50 hat man aUemal. 



(21) 
^ } 





und die Konvergenz dieser letzteren Reihe zieht andererseits diejenige 



von 2? -] n*<& sich 

o 

Nun leonvergiert nach 49, S 333, GL (13) (wenn man daselbst v 
durch v + 1 ersetzt) die Reihe nut dem allgemeinen Ghede- 

*' +1 j- fflr jedes (noch so kleine) (> > 

Jx u i_ i -tut,/ 
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Daraus folgt welter, daB auch noch die Reihe nut dem allgememen Ghede: 

M , j M 



-- (Ig MJp fur jedes (noch so grofie) p > 

V + l V 

Ttonvergiert Man. erkennt dies unmittelbar, wenn man setzt 



und beachtet, daB der letzte Faktor rechts fflr v > oo den Grenzwert 
besitzt (s. 3, S 240, GL (2)) Bnngt man also das aUgememe Ghed der 
m G-L (21) rechta auftretenden Reihe auf die Form: 

TUT TUT 

--F = 



M v 

WO -< 9< (X) 



so ergibt sich, daB die fragliche Reihe sicher Iwnvergiert, wenn der ktete 
Faktor wmensch unter einer endlichen Granee Ueibt, d h wenn: 

(22) hm"_JIkl - <00 

X J ^ 



bei irgendemem Weite ft < 1 und _p < oo 1 ) Man findet also den fol- 
genden Satz: 

00 

Fur die Konvergene der Reihe x?-^ bftdet die Be- 

o 

ziehung (20) erne notwendige, die Beewkwng (22) erne hin- 
reichende Bedingwg 1st die letetere erfuttt, so konvergiert die 

CO 

Reihe ^> jj- ewn mindesten in der du/rch die Indiees vorgeschne- 

o 
lenen Anordnung gegen dieseTbe Swnme, wie die unledingt Icon- 

oo 

vergente Reihe 5? J +1 M * V v 



o 

7 Schreibt man in dem eben gefondenen Resultate mf statt M v) 
wo 9 > und m vj also auch w^ geradeso wie M v monoton ins Unend- 

liche wachst, so nimmt^ 1 - die m zahlentheoretis,ehen Untersuchungen 
haufig vorkommende, gewfihnhch als Dwichletsche Reihe bezeichnete Form 



1) Man bemerke, daB alsdann die notwendige Konvergenzbedingung (20) eo tpso 
erfiillt ist 

ri li 1m VfirlnanTUT n T 9 ^8 
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-^z- an. Die notwendige Konyergenzbedingung (20) geht alsdann un- 
mjf 

mittelbar m die folgende fiber: 

(23) limL-0, 



die fanreichende (22) (wenn man beachtet, dafi: (Ig ?)* p* 

und die Bedingung (22) durch Mnltiplikation mit dem endlichen und YOU 

Null vereohiedenen Faktor Q P mcht alteriert wird) m die folgende: 

(24) inn" 



Hierana folgt schliefllich noch, dafi die Keihe 5 1 r - bei jedem noch so 

^J TO,? 

Jdemen p > konvergierfc, wenn die Bedingung (24) schon fttr A er- 

fQllt ist; und dafi das gleiche bezHgbch der Reihe J 1T~ 8^*> wenn 

^* i y 

die Bedingung (24) fur Jl 1 besteht. BUernach ergibt sich also noch der 
folgende speziellere Satz: 

Fwr die Konvergent der Reihe ^ - lew. ^ ~ 6e 

^J M^ sLJ m i+<t 

jedem noch so Uewen Werte p > ist kiwreichend, daft: 

(25) Im-^L<oo bzw. hnT i^ <oo, 

v ; ^(* 1 ' 

won 



8 Ala eme weitere nfltzliche An-wendung der Abelschen Transfor- 
mation wollen wir noch den folgenden Grenzwertsatz beweisen: 

1st (a v ) eine "belwbige ZaJdenfolge, ^d v eme divergence Reihe 
mit positiven, niemds zunehmenden Gliedern mit dem Grensswert 
Null, also 



->< 
und setet man: 



i 
so tstf: 

(28) 
v y 



*-> *->. 
rfer rttA^s stehende Grenswert eine bestimtnte ZaJd 
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Be w ei s. Mit BentLtznng der Abelschen Transformation hat man 
(s S. 416, FuBn. 2}: 



(29) 

und daher: 

w> f _, 

Ersetzt man in GL (29) o, (lurch 1, also A, iamb v, so folgt: 



(31) V 

also: 

--1, 



und es geht die Gleichung (30), wenn man diesen Ausdrucfc dem ersten 
Gliede der rechten Seite ale Paktor hinzufQgt, in die folgende fiber: 




Um auf den rechts zweunal auftretenden Qnotienten den Grenzwert- 
satz III von 37, Nr. 3 (S. 229) anwenden zn kOnnen, hat man nur zu 
zeigen, <JaB die im Nenner atehende, nut wachBendem memals ab- 
nehmende positive Summe ftir n > oo selbst ina Unendliche wachst. 
Nun iflt aber nach GL (31): 



1 

also fttr jedes m < n: 



i i 

nnd daher (wegen: lim d n+l 0): 



da ja s ro infolge der Divergenz von 2& f d^rct Wahl von wt beliebig 

28* 
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grofi gemacht warden kann. Somit findet man mit Bentitzung dee oben 
erwahnten Grenzwerisatzes: 



(33) 



i 
sofern der letzte Grenzwert uberhanpt existi&rt. Fallt derselbe uberdies 

endlich aus, so verschwindet fur n > oo das letzte Glied der rechten Seite 

j 
Ton GL (32) (da ja fl+1 <1), nnd man findet somit, wie behanptetr 



fi 



S A. 

lim lim 

- 8 -- ** 



60 Genauere Untersnclmng der Wertverandemngen 
l)edingt konyergenter Belhen. 

1. Wie in 57 gezeigt wurde, lafit sich jede bedingt konrergente 
Reihe auffassen als hervorgegangen aus der Yereinigong eweier divergenter 
Eeihen 2>vt J^ (&) I un( l nnagekehrt kann man durch passende Bin- 
sohiebung der Zahlen J 1; Z a , 6 8 , in die Reihe der Zahlen o^ 
a s? > eine ^edwfft Jconvergente Beihe mit vorgeschriebener Swnme oder 
auch erne divergence Beihe erzeugeru 

Urn den EinflnB der G-liederonordnung auf die Summe emer solcheD 
Eeite etwas genaner festzustellen, wollen wir znnachst den besonderen 
Fall betrachten, dafi l v = a v (f^lr v - 1, 2, 3, ). 



Sei also: a v >Q, lim a^ = und ^>ra v =oo. Ordnet man zunachst 

r->co ~J 

jedem positwen Gliede a v das entsprechende negative zu, d h bildet man 
die Reihe: 

so famvergiert dieselbe offenbar gegen den Wert 0, in Zeichen: 

D 

oder anders geschneben* 

V V 1 

(2) lim(^a x ^a x ) = fur: v = v 1 und v v 



1) Das Zeichen [#] bedeutet, wie Bchon bei frflherer Gelegenheit die grCBte 
gonze Zahl, die ^ o>. 



NT. 2 
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425 



Jetzt wahle man zwei unbegrenzte Folgen bestandig wachsender natur- 
licher Zahlen (ft, p a , # 8 , ), fa ,n s ,n & ,- ) und bilde aus den GUiedern 
(a^) f ( <0 genan wie beim Beweise des Riemannscnen Satzes m 
57, Nr 2 (S. 403) die folgende unendliche Eeihe: 



fly 



1 1 ft + l ^ + 1 Pr-i + 1 -i 

oder, indem man noch p 9 = setzt, ktbrzer geschrieben: 



Bezeicbnet man die Summe der ersfcen p Glieder (jeden einzelnen 
Sammanden i a x als ein Gbed gereohnet) nut s^, so ist insbesondere: 

Pv 



Pv 



wenn: 



d.b. 



2 Angenommen, es sei nun: 
(5) Inn Sp + - s (wo s eine bestunmte Zahl), 

so folgt zunacbst nur soviel, dafi die Reihe (3) gegen die Summe s Icon- 
vergiert, wenn man je eine Gruppe von Snmmanden: 



(6) 



( 
.,_ 



als ein Gbed der Beibe anffafit. Dabei wird also. 

m hm 



, v ' \ 

( 2* a x ~~5? a * 1 

V "^^ , "^^ < / 

\H- 1 + 1 l-i+l / 



Bedeutet dann \L eine ~bdieb%ge evnschen J? y _i + w,_i ^nd p v + n v begende 
ganze Zabl, so bat man offenbar: 



(8) 



*jj, 



426 Absohmtt IL Kap HI. Beihen mit poBihveu und negativen Ghedern. Nr. 3. 

und daher: 

(d) lim $ s 

P-* 
falls: 

(10) lim 



Kommt also die Bedingung (10) noch zu der Bedingung (5) hinzu, so 
bonvergiert die Beihe (3) auch gegen die Summe 8, wenn man die einsdnen 
Summanden fl als die Glieder der Beihe auffafit. 



x 



1st dagegen lim ^* a x L, d. IL. von ^uZZ verschieden (endlich oder 



unendlioh groB), BO ostriUiert die Beihe (3) in den Grenzen s und s + L. 
Sie lafit sich dann aber zu einer Jwnvergenten machen, wenn man noch 
die Sammanden a x inn&rhaXb der eineelnen Gruppen A v in passender 
Weise anordnet Dafi dies allemal mSglich ist, zeigt eine ganz analoge 
tTberlegung, wie die beim Beweise des Riemannschen Satzes ange- 
stellte, wenn man unr berflcksichtigt, dafi lim a x =- 0, lim A,<=0 



Besteht andererseits Jceine Beziehung yon der Form (5), d. h. ist ent- 
weder lim 8 9 +n oo oder sind Lmg + und lim s +n voneinander 

-> * * *->08 V ^ ->9 *" *" 

Terschieden, so divergiert ofFenbar die Beibe (3). 

3. Die Summe bzw. die Konvergene oder Divergent einer Beihe von 
der Form (3) hangt also wesenthch ab von der Bescbaffenheit emes ge- 

p* 

wiesen Parhalrestes der dwcrgenwn Beibe^o^, namJUch : ^y a x bzw 



fflr v >-oo. Die TJntersucbung solcber Partialreste lafit sich aber in 
vielen Fallen mit Hilfe des folgenden Satzes vereinfachen: 

Ist: a x > 0, a x ' K xl so wvrd: 

ft P* 

(11) lim 



1) Daraaa folgt dann vermOge der Beziehung (7), dafi auoh 
lim 



wird, und umgekehrt zieht auch diese letztere Q-leiotyung die Gleichung (10) naoh 
sidh. Die Konyergenzbedingung (10) bzw (10 a) lat sicher allemal erfflllt, -wenn jede 
Gkedergruppe A v zum nundesten die eine Gattnng von Ghedern (d h enfrweder 
die poaitiven oder die negativen) in stets vnter einer fasten Schranke bleibender An- 
zahl enth&lt 
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falls ewer cheser Grenzwerti eine leskmtnte ZM ^ vorsteUt 
oder unendlich graft wird. 

1st: a x > 0, a x ' -< a xt so wvrd: 

fv _ Pv 

(12) lim 5?a x '-0, falls. Em 

r>eo cri **- 

1st: a,/'>- a x , so wird: 

Pv P* 

(13) bm ^o x ' -oo, falls: lim 



Pv 



* T; -* 

V+l 

Beweis. Man hat' 



wenn g v die Uemste, G-, die grb'flte unter den Zahlen fttr x n r + 1, 

n v + 2, , j), bedeutet let nun a x ' ^ a x , so wird lim g v lim G- v 1 , 
und daber: *" > * v " >i " 

bm Txa' x ^hm JBa, (Gl (II)) 1 ) 



1st a x ' -< a x , so wird lim O v = und daner auch: 



lim $a,'-0 (Gl (12)), 

->o -*" 
"' + 1 



wenn * a x wnfer einer endlichen Zahl bleibt 



1) Man kann dieaer Gleiohung auch die Form geben- 

Pv Pv 

(11 a) 2* a *=2* a * 



Dies ist ohne weitezea klar, falls jne Grenzweite endZioft and twm Nv,H vertchicfen 
ausfallen. Die Eichtigkeit dei Formel (11 a) bleibt abet auch bestehen, falls jene 
Grenzwette verschwnden oder unendkch grofi werden, me unmittelbar erkanttfc 
wird, wenn man UngL (14) auf die Form bringt: 
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1st dagegen a x ' >- a x , also Inn g v oo, so wird: 



Pv 

lim ^ a,' -oo (GL(13)), 



Pv 

wenn ^x a x uber einer positiven Zahl bleibt 



4 Der soeben bewiesene Satz lehrt, dafi der Grenzwert emes solchen 



Pr 



Partialrestes e a x tuad somit die Swnme der Reihe (3) gar nioht von dem 



speziellen Bildungsgegetze der a x fUr endkche Werte von x, sondern ledig- 
kch davon abhangfc, in welcher Weise die a x far x > oo der Null zu- 
streben. Und wenn es nur gelingt, zu einer divergenten Beihe ^a x eine 
moglichst einfaoh konstmierte, monoton ins TJnendliohe wachsende Zahlen- 
folge M x von der Beschaffenheit anzugeben, dafi 

(15) o,a;Jf,-Jf I( _ 1 

(d, k. es braucht fiir /cetwew endlichen Wert von x die Gleichung 
a x Jf x Jfcf x _! zu bestehen), so findet man unmittelbar (GH (11)): 

(16) lim 



falls der letzte Qrenzwert esastiert, oder, anders geschrieben (Gl (11 a)): 



und man gewinnt auf diese Weise em Mittel zur zweckmafligen Berech- 
nung des fraghdhen Grenzwertes. 

Man hat z. B ( 38, S. 247, GL (35)): 

(17) -l 



und daher: 

Pv 



(19) lim ]?* 1 - hm lg % - Ig (lim ^) ( 37, S 234, Gl (30)), 

y-*oo ~~ " v-yoo 7 *r \v-*to n v / 

(20) 
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Ferner iat identiach: 

- Njf - M j - 



lim - 

i 



1st nun AT, ~ #, so wird ( 37, S. 236, Gl (37)): 

1 - 



und daher: 

(21) 

^ ' 



Setzt man jetet: Jlf K x, JV K . x 1, BO folgt: 

(22) ,,L r ~J-l^ -(-!) 

und daher: 



5, Die Oleichctngen (19), (20) und (23) laasen urunittelbar erkennen, 
welohen Bedingungen die p r) n y genUgen mttssen, damit die Grenzwerte 
der betreffendfln Partialreite endlich imd von Null verschieden ausfallen, 

*" 

btw. Nidi oder unencttich grofl werden. So wird lim ^>* naoh Gl. (19) 



1) Man hfttte dietwi RwnlUt auoh tmaittelbar am der ft-flher beWiesenen 
(| 51, S. 849, Ql. (85)): 



hrleiten kfianen, indem man n die Werte p vt *v beilegt und die entapreohenden 
Oleioaungttt ronemander rabtrahiert 

Dat analog* gilt bwflglich der GHeichnngen (19), (20) und der Beziehungen 



(* BJ, S. 20H, 01 (I ft) und ( 51, S. 847, 01 (28)). 
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dann und nur dann einen lestimmten positiven Wert besitzen, wenn 
lim -? g > 1 iflt. Man erzielt dies, wean man z. B. setzt: 



(24) J>,-l>-v, n T *-n-i/, 

wo j), n zwei jxwttutt poMre Zahlen bedeuten und # > n 1st. Al^ann er- 
gibt sich: 



(26 ) 

oder, anders geschrieben (s. Gl. (da), (4)): 



Datei Iconver&ert diese Reihe, auoh wenn man die einzelnen Summanden ~ 

t* 
als deren Glieder auffaBt. da: lim ^ < lim -T-^-^T 0. also die 

' ^.o -^ * ^ y ^l>(-l) ' 

j(v-l) + l 

Eonvei^enzbedingang (10) erfallt ist 

Hltte man p <n angenommfin, so wfirde sich nach Q-l. (4) der Qxenz- 

nv 

wert: lim ^* Ig als Summe der entsprechenden Eeihe er- 

* 



geben haben. Da aber Ig Ig-^-, so kann man sagen, dafi GH, (26) 
auoh for p < n gttltig bleibt. Da dies ubrigens offenbar auch fllr p n 

der Fall ist (wegen; Ig lgl-^0), so kann man folgenden Satz aus- 
sprechen: 

Sedeuten p, n ewei beliebtge positive ganase ZoMen, so resid- 
tiert eine konvergente Hethe mtf der Summe Ig , wenn man 

08 ee 

1 



auf je p Glieder der Reihe^>* yen Glieder der 

folgen Idpt i * i 

6 Da bei einer Anordnung der eben betrachteten Art allemal der 
Logarithms ewer rahoncden ZcM, also erne lesondere Form einer IrratwndL- 
zahl zum Yorschein kommt, so entsteht noch die Frage: Wie sind die 
ganzen Zahlen p y , n v zn bestimmen, damit eine beliebig vorgeschriebene 
rationale oder irrafoonak Zahl s als Summe der zugehSrigen, aus den 

Termen + zu bildenden Eeihe resnltiert? 

-A- . 
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Nach Gl (19) hat man, wenn s erne beliebige positive Zahl vorstellt: 

Pv 

(27) lim ^3-s, falls: hm ^ ~ e*. 
** 

Da nun ofenbar: 

(28) la 



(wo wiederum das Symbol [x] die grSBte in x enthaltene gauze Zahl be- 
deutet), so wird d$r obigen Forderung genugt, wenn man setzt: 

d. h man hat: 

([*] r \ 

-Sv-^T)-*' 
i i / 

oder ; wenn man die linke Seite als unendhche Beihe schreibt: 



/[**] \ 

2( 2-)-- t ) 

i \ [e i,( V _j)] + i / 



Urn die Summe s zu erzeugen, hat man ledighch in Gl (29) p v nnd n v 
zu yertanschen, nnd man erhalt auf diese Weise. 



wie ja ubrigens anch ohne weiteres ana GL (31) hervorgeht 

Dieses Resultat lafit sich noch in folgender Weise verallgememern. 
Es seien q x) r x (x 1, 2, 3, ) zwei Zahlenfolgen von der Beschaffen- 
heit, dafi- 

q x > ; lim q x = g, d h endlidi und von Null verschieden, 



wahrend die r x nur der Bedingung zu genfigen haben, dafi ihre absoluten 
Betrage stets unter emer endlichen Grenze bleiben nnd q x x + r x durch- 
weg von Null verschwden ausfallt. Alsdann hat man: 

v K i 

lim - : . 

M Z y * + r x q> 

also: 

,OON 1 _ ^ 1 1 

(33) ^r M 'T 



1) Die Konvergenss dieser Beihe ist ohne weiteres evident, da jede Gkeder- 
gruppe nur em negatives Glied enthalt s die FuBnote zu Gl (10) 
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Daraus folgt aber mit Bentttzung des Satzes in Nr. 3 (GL (11)) und der 
Gleiclmngen (30), (31): 

[* r] 



oder, wenn man nooh s durch qs ersetzt: 
(34) 



x -(- f a v + f I 

: * T T * Hy v T T v I 

Hiermit ist aber die Aufgabe: Aus den Gliedern zweier divergenter 

00 00 

Reihen ^>* a x , J^x ( & x ) eiwe bedingt Jconvergente Eeihe mtt vorgeschne- 



i i 
&ewer Summe 8 zu bilden, fflr den speziellen Fall a x 6 X = ^j t?oM- 

stdndig gelost (wahrend der Riemannsche Satz des 57 nur die Existent 
einer solcken Losung erwei3t) 

7 Auoh die bereits in Nr. 4, GL (20) und (23) befcandelten Bei- 

spiele' a x <= und a x -j sollen noch etwas genauer betracntet 

X ig X X " 

werden Da -< , -j >- (0 < p < 1), so folgt zunachst aua 
dem Satze von Nr 3 (Gl (12) und (13)), dafi diejeuigen Anordnungen r 
welche aus den Gliedern e^ne Jconvergente Reihe mvt beltebtger von 
NuU verschiedener Summe erzeugen (GL (26) und (31)), bei den Gliedern 
; eine solche nut der Summe NuU, bei den Gliedern -t - eine 

V. Icy V ~ ' ] H P 

nach i c dwergierende Reihe hervorbnngen. 

fv 

tn flbrigen erkennt man aus Gl (20), dafi: lim ^J , einen be- 

^ ^ " + ^J x Ig x 

w+l 



stimmten positive* bzw negativen Wert besitzt, wenn lim jj-^ rwfo* 
und > 1 bzw. < 1 ausfallt. Setzt man z B.: r " >e8 * 

wo wiederum p, n zwei positive ganze Zahlen bedeuten, so wird: 
(36 a) 

(36b) In 
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Daraus folgt, daB man erne Iconvergente Reihe mit der Summe Ig erhalt, 

00 

wenn man anf je v p (y = 2, 3 ; 4, ) Glieder aus der Reihe ^* lrr je 

,0 s *^ K 

v Glieder aus der Reihe *5* ( -, ) folgen lafit. (NB Man erkennt 

^j \ w ig xy vp 

leicht, daB die Konvergenzbedmgung (10): lim ^1 , = wirklich 

>- ~ * * * 



erfQllt ist.) Und man kann durch eme ganz analoge Modifikation ; wie 
in dem zuvor betrachteten FaUe a x = , eme Reihe nut beliebig vor- 
gesckriebener Summe s erzeugen 

Was scUieBHch den FaU: a x -- ^ (0 < Q < 1) betrifffc, so lehrt 

fv * 

QiL (23). daB: lim ^-= Iwchstens dann einen encttwihen Wert besitzen 

V " y^.- -</ H 1 -* 

kann, wenn: "* 



Machen wir nun dieee Voraussetzung, BO geht Gl (23) mit Benutzung 
von (21) in die folgende fiber: 



(38) lim - - lim - lim i) 



Damit dieser Ausdruck einen vorgeschriebenen positiven Wert s an- 
mmmt, ist notwendig und hmreichend, daB: 

(39) j) r -n v ^s.V-c, 

und diefeer Forderong wird offenbar genugt, wenn man setzt: 

(40) n v - v , p v - y + [s - v 1 -?] (wegen- lim t-^ ] - l) 

> r->. S # p / 

Durch diese Wahl von jp r , r wird dann allemal eine Iconvergente Anord- 
nung der Glieder -j mit der Summe s definiert 



1) Dtese anf der speetellen VoranflBetznng p ^n v basierende Gleiohnng (aber 
ntcht die aXlgemtnnere Beziehung (28)) lafit sich wesenthch kflrzer herleiten Man 
hat n&mlich 1 



fv 



n 



y 

woratis for p v &*n, nmnittelbar 0-1 (88) hervorgeht. 
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1st s rationed, etwa * (wo p, q positiv und ganzzahlig), und 

1 ~ Q * -JT> TTO r eine positive ganze Zahl ^ 2, so nimmt die Rela- 

tion (39) die Form an: 

i 

(41) p v - n v ^ |- / , 

und sie wird offenbar auch befnedigt, wenn man setzt: 

(42) 

Danach ergibt sich- 




Diese Anordnung in Gruppen A v , welche offenbar aus je (f(y r (v l) r )+jp 
positiven und aus je cf(if (v l) r ) negativen Summanden bestehen, ist 

aber noch keine Jcowvergente in den einzelnen Summanden = Derm 
man hat naoh Gl. (38): ^ x 

(44) 

also: 

(4B j ,.- ^ x , -oo, falls: r>2, 



sodafi also die betreffende Beihe in den Grenzen ( und oo ) bzw 
, \2 / 

f und y -f- 2gJ oseitttert Man kann dieselbe indessen zu einer 



genten madhen, wenn man innerhalb jeder Gruppe A v zunachst auf je ein 
positives Glied je ein negatives nnd sodann den nooh yorhandenen tTber- 
scnufi von p posttiven Q-liedern folgen lafit Denn die Summe der letzteren 
hat offenbar for v > oo den. Grenzwert NuU, und das gleiche gilt 
daher (wegen JimJ^ 0) von der Summe der durchweg negattv aus- 

r->eo 

fallenden f (if (v l) r ) Gliederpaare t welche mit jenen p Gliedern zu- 
sammen die Gruppe A^ bilden. 

8 In dem bisher betrachteten Falle einer aus deb. Gliedern der beiden 



Reihen y a x , * ( aj zusammengesetzten bedmgt konvergenten Reihe 
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liefi sich geradezu die Summation dieser letzteren auf die Bestimmung des 

Pv 

Grenzwertes eines Partoalrestes von der Form lim S* a * zurttckfuhren, 



ny-r.k 

wed sioh hier jede noch so grofie endUche Anzahl von Gliedern a x gegen 
die entsprechenden Glieder a x forthebt Dies findet offenbar mcht 



mehr statt, wenn an die Stelle der Reihe >*( <O eine solche mit 

i 

anderen Gliedern: ^*( & x ) tntt; und es liegt auf der Hand, dafi, bei 

i 

jeder Vereimgung der Glieder a xf ( 6 X ) zu einer konvergenten Reihe, 
die Summe dieser letzteren ganz wesentiich von dem Werte jedes einadnen 
Summanden a it a,, Og, , 6^ & 6 8 , abhangen wird Da- 
gegen laflt sich zeigen, dafi die Wertveranderung s, welohe diese Summe 
bei Umordnung der Glieder moglicherweise erleidet, allemal wieder duroh 
den Grenzwert eines gewissen Partwlrestes darstellbar ist, und dafi die- 
selbe somit auch wieder nwr von dem Verhalten des Absolutwertes der 
Glieder bei unendlich wachsendem Index abhangt (vgl. Nr. 3) 

Angenommen, es liefere eine bestimmte Anordnung, bei welcher auf 
p v positive Glieder a^ jedesmal n v negative Glieder ( 6^) treffen, eine ge- 
wisse Reihensumme s, sodafi also: 

(46) 

w&hrend eine andere Anordnung, bei welcher p v posttiven Gliedern / ne- 
gative entsprechen, die Summe s' ergeben mag, also: 



fr 



so findet man: 

lim 

-> ^^ ^\ 

lim 

Man kann also die Wertoerdnderung, welche die Reihensumme 8 beim 
tJberganga zu der Anordnung (47) erleidet, lerechnen, wenn es gelingt, 
den Grenewert des Pcvrtidrestes (48) lei gegebenem n,, n/ ft* lestwnmen; 
umgekehrt kann man eine Anordnwng mit Mrfrig vortwchreibender Sum- 
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menandenmg A herstellen, wean es gelmgt ? solche n v , nj ausfindtg zu 
machen, fur welche jener Pdrt^alrest den Grengwert A besitzt Und man 
kann schlieBhch im letzteren Falle auch geradezu ewe Anordnung mit 
befaebig vorguschreibender Summe s' angeben, wenn noch 5, d. h. die Summe 
der Beihe bei irgendeiner fiestimmten Anordnwng bekannt 1st 



Befcrachtet man z B eine Reihe von der Form (--l)*'~ 1 'g l ,, wo 

* i 

die a v monoton gegen Null abnehmen und x?fl y ^ivergiert, so ist die- 



selbe in dieser Anordnung stets bedingt Convergent' ihre Summe sei s 
Ordnet man jetzt p v posttiven Termen n r negative zu und bezeichnet die 
zugehonge Summe nut s' t also 



(49) *', 

*">oo t ^ 

so kann man zun'achst 8 in jede der beiden Formen setzen: 

P fv *v * 

(50) s bm (/fOjx i 2? a ax) 

*->- i i ' 

und findet daher, wenn etwa p y > n v 



lim 



(51a) 



ebenso, falls p v < w r : 

(51 b) s'-s ylim^^x 

Wixd also 8 als bekannt vorausgesetzt, so hatte man, um eine An- 
ordnung von der Form (49) mit behebig vorgeschnelener Summe s' 
zu erzielen, lediglich p v) n y so zu bestimmen, dafi: 

if, Sn v 

(52) s + -=- lim >x a <j bzw 5 -^ lim >x a x = tf 



1) Dabei ist in der letzten Summe der Beqnemlichkeit halber 2 v statt 
^ln r + l als unterer Index geschneben, -was offenbar ohne weiteres geetattet ist, 
da die hienn liegende Hinzraffigung des STunmanden a lfl wegen lima,- =0 fQr 
den betreffenden Qrenzwert belanglos ist * "*" 



Nr 1. 61 Die TranaformationBrnethoden von Euler und Emnmer 437 

Nimmt man z. B speziell a v - -L ; ai 80 ( 59, S. 416, Gl (9)): 


(53) 

so wird (s. Gl (19)) 



,+4-hm 51 i- 

2 jj x 



<54) 



Hieraus ergibt siob, daB die barmonische Reibe nut alternierenden 
Yorzeicben die Wertveranderung -^-lg (lim ) erleidet, wenn man p v posi- 

* V>oo n v' 

tiven Gliedern n v negative zuordnet, also insbesondere die Wertverande- 

1 to 

rung y Ig , wenn man setzt- p v = p v, n v n v } d b wenn man auf 

je p positive Glieder je n negative folgen laBt. (Man bemerke die Spezial- 
f alle jp = 4,n=l urd^)==l,M='4, welcbe die Wertveranderwng Ig 2, 
also die Summen 21g2 und befern) 

Um erne Reibe mit vorgeschnebener Summe tf zu erzeugen, bat man 
ledighcb p t , n v so zu bestimmen, daB (Gl (54))' 

und man geniigt offenbar dieser Forderung, wenn man setzt: 



(66) 

bzw. p r v, n v = [4e- 8<T -v], falls: tf<lg2. 

Die Eeibe wiiide dagegen nacb + o diyergieren, wenn man p v >- n t 
annimmt, z B mdem man setzt: p v v 8 , r v. Da in diesem Falle 
Py Pv-i-'^v 1 wird, so besteht die entspreohende Ghederanordnung 
daim, daB man der Reibe nacb auf 1, 3, 6, , (2v 1), positive 
Glieder immer je em negatives folgen laflt, 

61 Cber numerische Berechnnng und Transformation 
nnendlicher Beihen: Die Methoden ron Euler und Eummer. 

1. Sind die Glieder emer konvergenten Reibe nimensch gegeben, so 
kann man durcb numensche Addition einer binlangbob groBen A-n?;ab1 
Ton Gliedern die Summe der Reibe ndherungsweise berecbnen, und man 

kann ancb den Grad der ereielten Annaherung lewrteilen und eventuell 

09 
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auch noch erhbhen, sobald ee aufierdem gelingt, den Wert des vernach- 
lassigten Reihenrestes in bestimmte Qrenzen einzuschlieBen. Diese fheore- 
hsche MSgkchkeit erweist sick aber in der Praxis als vollig iUusorisch^ 
wenu die zu Bummierende Reihe verhaltnismafiig langsam konvergiert, da 
in diesem Falle jede auch BUT nennenswerte Annahemng erne unertrag- 
lich langwienge Bechnung ergeben wftrde. 
Betrachten wir z B. die Reihe: 



(1) 
wo: 



1 fl+1 

so hat man: 



und daher: 



Nimmt man also beupielsweiBe n 1000, BO wttrde man hieraus zu- 
naohst nur soviel erkennen, dafi die Summation der ftir die Praons ge- 
radezu enonnen Anzahl von 1000 G-liedern 1 ) eine Summe s 1000 liefert, die- 

um weniger ale -^ unter 8 liegt, die also immerhin sohon in der drittent 

DezimalsteUe um erne Einheit gu Tdein lein kann. 

Dieses Resultat laBt sioh nun freilich noch einigermafien verbessern^ 
wenn man neben der zuvor gefundenen dberen @chranke fttr den Wert 
des Restes r n auoh eine entspreohende untere Schranke bestimmt. Man 
findet namlioh nach Analogic yon Ungl. (3): 

+!) "J^T VT "" T 

n+1 

und daher neben Ungl. (4) die folgende: 

(6) >.+ jir-. + ^- 



sodafi sich auB der Yerbindung YOU Ungl. (4) und (6) ergibt: 



1) Man yeriuche nut einmal, etwa 80 Glieder der obigen Reihe zu summieren I 



Nr 2 
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wo -O- zwischen mid 1 liegt. In Worten: Ersetzt man s durch s.H , 

" w 7 

isfc 



BO erhalt man zwar einen zu groflen Weit, der begangene 

aber kleiner als , 1 , .. Im Falle n 1000 wird dieser Fehler kleiner 
n(n + 1) 

als u , er kann also, da dieser Bruch sehr nahe an -j^^ liegt, 

immernin noch auf die 6 te Dezimalstelle BinflnB tlben Man erkennt 
hieraus, dafi auch bei diesem verbesserten Verfahren die erzielte Genauig- 
keit in kemem reohten Verhaltmsse zn dem erforderlicnen Recknungs- 
aufwande steht, und dafi der letztere geradezu ins Ungehenerliche wacnst, 
wenn man eme merkhch grofiere Genauigkeit erzielen will. 

Hiernach erscheiut es begreifhch, dafi die Beihentheoretiker sich 
von jeher vielfach nut der Auffindung von Methoden bescbaftigt haben, 
welche es ermOglichen, langsam konvergierende Eeihen in schnetter kon- 
vergierende zu transformieren die beiden einfacnsten dieser Methoden, 
die von Euler und Kummer herruhren, sollen jetzt erortert werden 

2. Wir ftikren zunachst die folgenden Bezeichnungen ein 1 )- 



(8) 



a v a v 
Aa., Aa^ 



A 1 a v -Aa r (v- 0,1,2, ) 



Konvergiert nun die Reihe J5( 1)" a r , wo a v $0, gegen die Summes, 
so hat man: o 



(9) 



und findet somit duroh Addition dieser beiden Gleiohungen: 



1) Man bemerke, dafi hier das Zeioben A Jeetne Zahl, also in der Verbin- 
dung Aov Jfcattwn FaJetor, sondern eme (mit dem a v votznnehmende) Operation vor- 
BteUt Dem entspreobend bedeutet A n fame Potent, aondern die n-mal*ge Wieder- 
holung der Operation A (aho n Icemen Exponenten, aondern einen Indeas) 
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oder mit Benfltzung der Bezeichnung (8): 



Da die hier auftretende Beihe ( 1)* Aa y sich von ( 1)" a v 

o o 

nur dadurch unterscheidet, dafi Aa v an der Stelle yon a v steht, so findet 
man durch Anwendnng der namlichen Transformation zunachst: 



o o 

und durch EinftLhrung dieser Beziehung in QL (10) 



(11) 



Wendet man dieses Verfahren auf Gl. (10) im ganzen n mal an, so ge- 
langt man offenbar za der Formel: 



(12) 



wie man durch den Schlnfi von n auf (n -f 1) noch genauer feststellen 
kann. Durch Anwenduug der Transformation (10) auf das letzte GUied 
Ton Gl (12) ergibt sich namlich unmittelbar: 



(13) 5 Ia +i 



d h. wenn die Formel (12) fQr em bestimmtes n gilt, so bleibt sie auch 
gflltig, wenn man n durch (n + 1) ersetzt Da aber die Richtigkeit der 



1) HieranB folgt, wenn die a? und A a* posvtw aind und monoton abnehmen, 
dafi allemal* 



a ~ 



Und wenn man a, duroh a n+r ezsetzt* 



>4-. 
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Fonnel (12) fur n 1 erwiesen ist (s GH (11)), so gilt sie hiernaeh 
far jedes n. Hierzu semoch bemerkt, dafi aus der Voraussetzung lim a v = 

r-^w 

offenbar stets folgt: bm Aa r km (a, +1 a r ) 0, und somit, dnrch fort- 

*->oo *->ao 

gesetzte Anwendung dieser Sohlufiweise, fitr jedes n: 
(14) lim A"a r - 

->-ee 

3 Die Transformationsformel (12) erforderte zu ikrer Herleitung 

00 

keme andere Voranssetzung, als dafi jl ( l) y a v konvergwen mnBte 



o 

Wir nnterwerfen jetzt die a v der Besekrankung, positiv zn sein und mo- 
noton gegen den Grenzwert Null abzunebnen, also: 

(15) >>,+!, lima v = 

r->o 

Daraus folgt dann zunachst, dafi durohweg Aa r a v ~a r+1 > und 
lim Aa r = wild. Wir wollen aber weiter annehmen, daB auch die Aa y 

v-**o 

monoton (ttnd dann selbstverstandlicli gegen Null) abnehmen, also: 

(16) Aa p > Ao r+1 , bm Aa, ; 

v->eo 

and wir wollen schliefiLoh diese Annahme dahin ansdennen, dafi fttr yeden 
Wert yon n: 

(17) Aa r >A"a, + i>0 (tr-0,1,8,...) 

sein soil nod daner: 

(18) < A"a, - A~X - A^.+i < A 1 a, < < Aa r < a r 

Infolge der Tiber die a v bzw A n a y getroffeneu Festsetznngen liefert 
nun GL (12) die beiden Ungleichtmgen: 



oder anders geschrieben: 
(20) 



Da 0< A n+1 a <a (tibrigens A w+1 a t mit wachsenden Werten ron * 
nach Ungl (18) monoton abntmrnf), so lehren die TJngleiclmngen (20), 
dafi deren bnke Seite fllr n > oo in erne gegen die Summe s Icon- 
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verffierende Reihe flbergeht, und man erhait auf diese Weise die an- 
gekfindigte JEulersche Tr<msformationsformd: 





Setzt man sodann 



TS + T 

1 



so ergeben sich zur Beurteilung des Restes r n aus GH (12) und (13) die 
Benehungen: 

(23) r I < 2 S 

"Ni 

Dieser Bert at also (selbstrerstandlioh) grbfler als der erste der 
gelassenen GLeder, aber .mmerfun to^ alsl se n ^^ 

m 4 Beisp le le 1) Die Z u tronsformierende Eeihe 8ei die folgende: 
2 (- X )' ^ d eren Summe, wie frflher gezeigt wurde ( 59 ; Gl (9)), 
den lg 2 darsteUt. Da hier: a v 
Aa __ ! ___ L_ 

' * = " 



80 

i 




A*a __ i _ n 

) f 

Sohlufl Ton " anf 

Aa = --L- 
und somit- n + i 

(24) Ig2-V,_i 

^ ^jr 8*>( 
Setzt man hier: 


(25) 



so wird: 



(26) 



r_ 



(w + l) 2" 
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Nimmt man z. B. w 20 und beaohtet, dafi 2* 16, 2 s 16' - 256, 
also: 2 9 -512, 2 l -1024>1000 und daher scHieBlich: 2 M >1000000, 

80 wird: r lo < aioooooo y Bodafi hier schon dnroh Summation ron 20 Glie- 

dern eine verhaltnismaBig grofie Annaherung erzielfc wird (beilaufig be- 
merkt eine grbfiere, als wenn man in der ursprttnglichen Eeihe 10 Mil- 

lionen Glieder summieren wflrde 1 )). 



2) Es werde gesetzt: a v . . 1> sodafi die Beihe ^ ( 1)* , 

o 

resultiert, welche gewShnlich ais die Leibnizsche bezeiohnet wird. 1 ) 
Man hat hier: 



24 



- 2tt 2" ! 



' + 3) 

und daher: 



" " 1-8 (2t+l) 

Hiernach ergibt sich: 



If,, 1,12, | 1 
"" 2\ i " 1 "T" t "8 6"*" """"S 



wo 



1.2. (n+l) 



1 2. (n + 1) 2-8 -n+1 
> 2 86 2n8~2 86 2n+ 



1m+l 



(2n+8)~2 86 2n+l an + SV?/ '2n-|-8' 

5. Die Knmmersche Transformationsmethode knupfb unmittelbar an 
den beim Kummerschen Kanvergenthriteriwn auftretenden Ausdruck an: 



1) S. die Fuflnote zu Gl. (to). 

2) Ihre Smnme iat, wie iich ipater ergeben wird, gleioh , wo * die aoge- 

nannte Lndolfsohe Zahl, d h. die Maflzahl fllr den halben Umftmg einea Ereuea 
mil dem Badins 1 
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(29) l,-B,-S,^ ^ 

V 

(B 54, S 379, FuBn. 1). Angenommen, man habe erne Folge joositvoer 
Zahlen B v so bestimmt, dafi lim ^ emen bestimtnten posttiven Wert be- 

sitzt Man kann dann ohne merkliohe BeschrSnkung der Allgememheit 
speziell' 

(30) lim l v - 1 

y->e 

setzen. Denn, ware fttr irgendeme Wahl von S v zunachst: lim A r A, 

y--oo 

wo A posvkv und von 1 terschteden, so braucht man das ursprunghoh ge- 
wahlte S v nur durch S v ' = -~ zu ersetzen, damit der fragliche Grenz- 
wert = 1 ausfaUt 

Sind nun die a v (zum mindesten von emer besfammten Stelle ab) 
durchweg gleicklegeichnet, so folgt aus der Bedingung (30) auf Grand 
des Kummerschen Kriteriums allemal die Kowi&rgene der Reihe ^a v 
und zugleich die Existing einer Beziehung von der Form: 

/Q^ \ lim 7? x 

\ f V V 9 

wo a eine lestmmte Zahl mit EinscMufl der Nutt bedeutet (s. 64, S. 379, 
GL (7) und FuBn 1) 

Sind dagegen die a, mit leltebig tvechselnden Voreeichen behaftet, so 
wollen wir die (wenn auch nur ledingte} Konvergeng der Reihe ^a v) so- 
wie die Existing der Beei,ehwg (31) ausdrflcklich vorattsseteen. * 

Aus Gl (29) folgt sodann- 



und daher, wenn n irgendeme bestimmte Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, 
bezeicnnet: 



also mit Bertlcksichtigung von GL (31)- 

(33) 

Diese Gleiohung liefert offenbar ein Mittel zur annahernden Abschatzung 

eo 

^^ 

des Eestes x. yq Denn da die ^ fflr hinlangbob groBe Werte von v sich 
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bekdng wemg von 1 unterscheiden, so 1st zu verinuten, dafi fttr sehr grofte 



Werte von n die Summe Vv A, a v well entsprechend wenig von 
unterscheiden wird n 

In dieser etwas vagen Form ist freilich mit der eben gemachten Be- 
merkung nioht viel anznfangen. Dieselbe t ffthrt aber zu praziseren and 
praktisch branchbaren Resultaten, wenn wir die a v und A v spewetteren 
Bedingungen uuterwerfen. Es seien etwa ftlr v^n die a v durcnweg 
positiv und die Ji v monoton twehmend, also: A V <A, +1 <1. Alsdann hat 
man offenbar: 



(34) 



die Gleichung (33) die Beziehungen liefert 

05) 

In gleioher Weise ergibt sioh, wenn die k v fttr v j|> n W(Wow/ ^ 

(36) 



Da Ji n fur einen eimgermafieu groflen Wert von n verhaltnismaBig nahe 

eo 

an 1 liBgt, so erscheint der Eesia v durch Ungl (36) bzrw. (36) w 



entsprechend enge Greneen eingesehlossen 

1 a 1 

Beispiele 1) Sei a, -:, also -~ = --vrj' Man kann in diesem 

V * 

Falle (namlich all&nal, wenn hm -^ 0) die Bedingung hm A, 1 

v-yeo ? *->ao 

am emfachsten in der Weise befhedigen, dafi man lim B v 1 oder ge- 

*->eo 4 

radezu J? = 1 annimmt. Bei dieser letzteren Wahl wird hier: 



^ = 1 --- 1 = ^ (also nut v wono/on 
** y-j-i -)-i N 

aodafi die Ungleiohungen (35), wenn man nooh berticksichtigt, dafi 



I 
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a lim a,J&, wird, die folgenden Beziehungen liefern: 



(37) 



x* ~ ___ 

^ n ti! 

_1_ 
> nP 



deren etoeite offenbar etwas selbstverstandliches aussagt, wahrend die erste 
auch auf die Form gebraoht werden kann: 



(38) 

2) 1st a, 
druok: 



nln 



?r: 




B0 Hefert die Annatme: ~B V vlgv den Aua- 



( 34, S. 207, 
Ungl.(8a)), 



and es wird also wiederum lim ^ 1. Da die i r monoton twnehtnen und 
a zu setzen ist, so folgt (mit Benutzung der gtoetoen TTngleicHnng 
in (39)) aus TJngl. (35): 



(40) 



Ign 



Die zweite dieser tTngleichungen Iftfit in sebr anschauliclier Weise er- 

kennen, wie aufierordenttich langsam die Beihe y,. r j ^i konvergiert. 
Da namlich ( 34, S. 206, GH. (1)): 

Ign Ig 10 logn < 3 logn 

(wo logn den Briggschen Logarithmus von n bezeiohnet), so folgt aus 
UngL (40): 

(41) ^ 1 



Nimmt man also fttr n eine Zahl an, die ana einer 1 und Million Nutten 
besteht, so wird logn 1000000 und aomit der fragliche Best immer 

noch grSfier altf 8 fotiti. nen ; B0 ^ a ^ ^ e Summation der yorangehenden 
enormen Anzahl von Gliedern den wanren Wert der Reihensnmme noch 
zucht einmal auf 7 Dezimalstellen genau angibt. 
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6. Die Gleichung (33) kann auch unmittelbar dazu dienen, um die 

oa 

Summation der Reihe J>! auf diejenige einer merldich $chneUer fcon- 

n 

vergierenden zurttckzufUhren Bringt man namlich GL (33) auf die Form: 
BO ergibt sich zur Addition dei Idenhtat: 

jgk- " 

n 

die Trcwsformationsforniel- 

m 

(42) S^-^ )' 



Dabei Tconvergiert in der Tat die rechts stehende Reihe st&rker als die ur- 
sprungliche, da lim (1 A r ) 



Dieae Transformationsmethode besftzt offenbar eine erhebUch grbfiere 
AUgemeinheit, als die zuvor betrachtete Enlersche. Ancn gestattet sie, 
durch beliebig oft wederholte Anwendung die Konvergene der zu snm- 
mierenden Reihe vmmer wetter zu verstarken Die einzige SchwierigTceit 
besteht dabei jedesmal m der passenden Auswahl der B v , nnd hiermit 
sind zugleich die Grenzen far die praktische Brauchbarkeit dieser Methode 
angedeatet. 

Beispiele. 1) Es sei: a v ~ 1 - Setzt man sodann: J9 v = v, so wird: 



also: lmX,. - 1, 



und, da wiederum: a lim S r a v 0, naoh GL (42): 

r-Vn 



(4S) 



1) Wie bei apaterer Qelegenheit gezeigt warden wird, ut 
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Wendet man die entsprechende Transformation auf die rtchts stehende 
Reihe an, so ergibt sioh (wenn man 3 v <**-^v setzt): 



1 1 

mid, wenn man dieses Verfahren un ganzen n mal in der Weiee wieder- 

holt, dafi man noch der Reihe nach B v == yf, B v -g-v, , J5, v 
setzt: 



_)_ 2) 

i i 

oder, anders gesohrieben: 

00 00 

(45) * "" w ! '-- a.. (+-n) 



2) Setzt man : a, (- 1) - 1 ^-=1 so dafi ftr 1, 2, 3, die schon 

a v + l 

in Nr 4 betrachtete Leibniesche Reike resultiert, so wtfd: lim 1. 

-Voo u v 

In diesem und in jedem analogen Falle (d. h. wenn die a v Zahlen mit 
cdternierenden Vorzeichen bedeuten nnd lim -^ i 1 ist) genugt man 

t-^.00 V I 

offenbar allemal der Bedingung: lim ^ 1, wenn man set2st: 

->8D 

(46) 3, Y, ocler etwas aUgemeiner: B r y^ wo: liin B ' - 1 
Wahlt man etwa J3 V - 4~, also: Ai - T; a - lim 5 T a r - > mid: 






so ergibt sich: 

(47) 



i 



Dnrch nochmalige Anwendung dieser Transformation for: 

i ss v +i , , i /^1 
^-T'i^l' "" a'V^^i 



1\ 
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erhalt man* 

(48) 






und, wenn man jetzt 



-n _ 

"" 2 



setzt and nochmals transformiert: 



(49) 






Diese letztere Reihe ist bereits so stark konvergent, daft die Sum- 
mation von wwr vier Gliedern den Wert der Reihensumme schon auf 
4 Dezimalstellen nchtig liefert (man findet auf diese Weise: 

4s __ 3,1415- ). 



Kapitel IV 

Unendliche Doppelreihen mit reellen Gliedern. 

62. Doppelreihen und iterierte Beihen. Eonyergenz und 

Diyergeuz elner Doppelreihe. Beziehnngen zwischen einer 

Doppelrelhe und der aus den Zeilen- bzw. Eolonnenrelhen 

gelbildeten iterierten Eeihe. 

1 Wir haben ein zweifacli-unendlicb.es Schema von der Form : 



(1) 



+ * 

+ w <*> + iijW + + 



bei fruherer Gelegenbeit ( 46, GH. (18), S. 315 und 58, Gl. (17), S. 410) als 
eine unendkche Reihe aufgefaBt, deren einzelne Glieder wiederum wnendr 
lache Reihen smd (namlicb die Zeilen bzw Eolonnen des Schemas). Die 



450 



Absohnitt IL Kap. IV Unendliche Doppelreihen 



Nr. 2 



on" ernes solchen Schemas in dem gedachten Sinne wurde als- 
dann dargestellt durch eine der Beziehungen: 



(2) 



fttr = ? (r " 



Abkttr & 



Zur deutlicheren Veranschaulichung der hierdurch angedeuteten Grenz- 
ubergange wollen wir mit S^ die Summe aller derjenigen Glieder be- 
zeichnen, welche in dem von der (y + 1)*" 1 Zeile und (/* + l) toa Kolonne 
abgegrenzten Abschnitte des Schemas (1) enthalten sind, also: 

M O <> + ttjW + + UJP 



Alsdann hat man offenbar: 



(*) 



lim ( lim S} (Reihe der 

-k.M4 *1 _^.Mk * ' 



** W 



(Reihe der Kolonnenanmmen). 



2. Diese letzteren Beziehungen fflhren nun unmittelbar darauf hm, 
die f) Swnmation it des Schemas (1) noch in anderer Weise aufzufassen, 
namlioh, indem man nach dem Grenzwerte der gweifoch-unendlicheti Zohlen- 
fdlge 8, dem ,,DoppeTlwies" in 4em frtther definieiten (40, Nr. 1, S.254) 
allgemeinen Sinne fragt. Bei dieser Auffassungsweise bezeiohnen wir das 
Schema (1) als unendliche Doppelreihe und nennen dieselbe Jeonvergent* 
wenn lim 8^ als "beshmmte Zohl eziatiert. Is.t dann etwa: 

C5^ lim 8 w S t 

\" J ~fi ** r 

so heifit S die Summe der unendlichen Doppelreihe (1), was wir durch die 
Schreibweise ausdrflcken wollen: 



1) W&ien die ^n/anfiwtcrte der Indues fi, y verschiedene Zahlen, etwa ^ 
und , BO wtlrden wir die Summe der betreffenden Doppelreihe durob. du 



Nr. 2 62 Konvexgenz and Divergenz einer Doppelrejhe 451 

In jedem anderen Falle heifit die Doppdrethe divergent und zwar 
eigen&tch divergent, wenn: 

(7) limS< v) - + oo bzw. -- oo ; 

fl,V-* ^ 

uneigenttich divergent (oszfllierend, uribeshmmt), wenn ftberhaupt Teem 
endlicher oder wit bestommtem Vweeichen unendlicher lim 8 existiert 

H,v+to * 

Auch in diesen letzteren Fallen bedient man sich gelegentlich der 
zwar nicht gang Icorrekten, aber leguemen und zu Mifiyerstandnissen keinen 
Anlafi bietenden Ansdrncksweise: AieSwnme der Doppelreihe (in Zeiohen: 



i wendlich groft bzw unbestimtnt, 
o 

Nach dem geeagten 1st flir den Begriff der Doppelreihe oharakte- 
ristiscli, dafi die leiden Indizes /A, v gletcheevhg ins Unendliohe waoheen. 
Dagegen wird man ein Symbol von der in ftr. 1 betraohteten Art: 



22" 






welches also sswei nachetnander aussufuhrende Grenwbergdnge in aioh 
schlieBt, passend als eine itenerte Beihe bezeidmen. Die Beziehnngen 

zwischen der Doypelreihe^l^ u^ und den iterierten Reihen (8) Bind 

o 
identisch mit denjenigen zwischen: 

(9) HmSi y) und: lim (lim 8?) bzw. lim (km Sff 

^ ^ ' - X ^ 



und mflssen sich aus den allgemeinen Grenzwerts&tzen ergeben, welche 
in 43 (S. 288 ff ) abgeleitet wurden. 

Im Anschlusse an diese letzteren sei zunaohat bemerk^ dafi allemal, 



Symbol. 



bezeiohnen. 

* Wenn ui dem ZuBammenhuige unzweideutig hervorgeht, yon welcher Doppel- 
reihe die Bede let, oder wenn e auf eine endliobe Anzahl von Anfangsghedern 
moht ipeaell ankommt (also B B., wenn es rich lediglioh um die Frage der Kon- 
vergenz oder Divergenz hmndelt), 00 bedienen wir Tina gewOhnlich der abgekttnteu 
Bezeiohnung ^u 
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00 

wenn die Doppelreihe ^f. u^ Iconvergtert oder eigentlwh dwerg^e^'t f wenn 



also em endltcher oder mit bestimmtem Vorzewhen iwendliclier Iim5 w 

ex^st^ert f dieser namliche Grenzwert zum Vorscbein kommen mufi ; -wenn 
man p = v setzt (vgL 40, S. 259, Znsatz), sodaB also: 



(10) 5?,. . hm 5 W . hm Vi 0) . 

o *" B -" 08 o o 

Hieraus folgt aber, dafi jede Jconvergente oder eigentkch dwergente Doppel- 
reihe auch als Jconvergente bzw eigentlich divergence einfache Eeihe an- 
gesdmeben werden kann Benn man hat: 

(ii) B - s 



and daber: 



(is) L, . . s <> + (a - e-' 



Dabei 1st: 



- W" 

d. h. das (v + l) te Glied jener einfachen Eeihe besteht aus der Summe 
aller Gheder, welche in der (v + I)** 11 Zeile und in der (v + !)* Kolonne 
des Scbemas (1) stehen, bis zu dem Gliede u^ emscblieBlich. 

3 Es erweist sicn fttr das folgende als ntltzlich, in analoger Weise 
wie die Glieder einer emfachen Reihe als Differenzen zweier konsekutiver 
Gliedersummen, die ^ v) durch die 5 W darzustellen 

A.ns der Defimtionegleickung (2) folgt nnmittelbar, daB. 



und ebenso: 
(15) 
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Daraas ergibt sioh weiter: 



(16) 



Die letzte Gleichung zeigt ummttelbar, dafi: 

(17) hm W - 

/*,f-Vao ^ 

sein muB, wenn ein endlicher lim S ( J } existiert, d. h. wenn die Doppd- 

//,-> * 

reihe Jconvergiert. Insbesondere 1st also bei einer Jconvergenten Doppel- 
reihe stets: 

(18) hm U - 0, 

F->ao 

d h. die GUieder, welche die unbegrenzte Hauptdiagonale des Schemas (1) 
bilden, mftssen BohlieBKch. gegen Nutt konvergieren. 

Da andereraeits die Existenz eines endlichen lim S nach 43, 
S. 290, FnBn. 1, Tceineswegs diejemge von: 



lim 8 fur irgendeinen endlichen Wert von v 

/4->ao ^ 

lim iSf^ u, 

U " 1 H 

r->ao r 

in sich schliefit, so laesen die Gleichungen (16) die Moglichkeit offen, 
dafi eelbflt bei einer konvergenten Doppelreihe: 

lim u^ fyr Jceinen einttigen endKchen Wert von v 
lim u r /* 

f->-OB ^ 

zu verschwinden brauoht Mit anderen Worten: Eine Doppelreihe Jeann 
sehr woM Jconvergieren, ohne daft die Glieder einer eingigen Zette oder 
Kolonne mit wnbegrenxt wachsender Stettengdhl der Null tsustreben.*) 



1) EB kOnnen sogai bei einer konvcrgenten Doppebeihe die Glieder einer end- 
Itehen Anzahl von Zeilen tmd Eolonnen numeriBcli tru Unendbche waohsen, mit 



anderen Worten, es branohen die 



moht einmal tmter einer endhohen Sohranke 



zu bleiben. 

Man fiberzeflgt rich hiervon ohne weiterea, -wenn man in irgendemer konver- 
genten Doppekeihe eme gerade Anzahl von Anfangszeilen (Anfangakolonnen) durch 
olohe von der Form 

&<> &i bp , 

6 ~ 6 t - top , 

wo* hm&^B-oo, eraetzt 
/u-> 

, , I T 
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Beispiel. Man setze: 

(19) 3^ - 2(a + 1) ' V + ^j \v- 0,1*2, /' 
wo a > 1 sein soil. Alsdann hat man nach GL (16): 

(20) W a + 1 ' "* 2 ^ a + 1 '' M 2 ^ 



Nr. 4 



\ 



Die BUB diesen Gliedern u^ gebildete Doppelreihe 1st alsdann Icon- 
vergent, denn es ergibt sioh offenbar: 
(21) Jimj^W-O. 

Niohtsdestoweniger findet man: 



(22) 



lim 



lim 



W 1-^ fr-l,*^...)! 



-rXT llitt 



sodafi also die Glieder jeder einzelnen Zeile nnd Eolonne numerisoh fiber 
einer endlichen Zahl bleiben 

4. Wenn lim S^ fUr jedes eine gewisae Zahl n nioht ttbersteigende v 

eine lestimmte Zahl vorstellt, etwa: 

(23) limfif-fl w ftr: - 0,l,2,..-,n, 

so ergibt sioh aus Gl. (14), dafi : 



(24) 



d. h, fallen die Grenzwerte lim 8 fttr v 0, 1, 2 ; , w 

des Schemas (1) je eine 



aus, so 



bildet die l to , 2*^ . . -, (n + l) to 
Beihe. 

Umgekehri hat man stets: 

m 

(25) S^-^JM^ 

o o 
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und daher: 
(26) hm^' 

sobald die rechts auffcretenden Eethen, d. h. die l to ; 2**, ,(** + 1)* 
konvergteren. 

Dieses Resultat lafit sich folgendermafien ausspreohen. 

Die Esoistene endlicher Grewswerte lim 8^ fur v ; 1, 2, 

ist vollig gleichwertog mtt der Konvergena otter einsselnm Zeilen. 

Die anologe Beziehung besteht dann offenbar zwischen der Ezistenz 

endlicher Grenzwerte bm 8^ ftir p 0, 1, 2, und der Konvergenst aller 

einzelnen Kolotinen. 

5 Mit Bentttzung dieses Ergebmsses liefern die m 43 entwickelten 
Beziehnngen zwischen Grenzwerten Ton der Form: 

/ i * (?) i * /i * (*)\ 

lim ct . Jm> I lim ft I 

* M J 1 U I 

lim a und ^ ^ 

/u^v-Voo ^ lim flt , lim (lim 

- u ' \ 
y->oo r /u->oo >->*o 

wenn man ct (r) duroh ^ w ersetzt, die folgenden Satze: 



(I) ^twe Doppdreihe kann Jconvergieren, ohne daft eine 
einssige Zede oder Kolonne eine konvergente Beihe bttdet. Ddbei 
Jcann dber immer nur eine endliche AnsoM von Zeilen lxw. Ko- 
lonnen eigentlich divergieren oder ein unendliches Grene inter- 
vail besitten; und es mufi das GhrenewtervaU aller Zeilen und 
Kolonnen von einer beshtnmten an unter cine beltelng Heine posi- 
tive Zdhl herdbsinken. 

Aus 43, Satz (Ub) ; 8. 290 folgt znnaohst nur soriel, daB die 
Existenz eines endlichen lim 8^ keinestvegs diejenige von lim S^ 

/l,->00 ^ ft-*- 00 

bzw. lim S^ fflr irgendeinen endlichen Wert yon v bzw. ft naoh sicn 



zieht (s 3. 290, Fufin. 1), DaB dann ftberdies auch Jceine eimige Zeile 
bzw. Kolonne zu konrergieren braucht, lafit sich durch Beispiele leioht 
belegen (s. waiter nnten). Andererseits bestehen aber, wenn lim 
eiistiert, die Beziehxmgen (S. 284, Gl, (la)): 



lim (to 5. w ) - lim (lim 5f w ) 
*-- ^' f->-*- 
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worana mit Benfttznng der Beziehungen (14) die Richtigkeit der ftbrigen 
Behauptungen hervorgehi 

Em Beispiel einer Doppelreihe, bei weloher sicber keine etwrige 
Zefte ttnd Kolonne Ttowvergiert, wurde bereits am Schlusse yon Nr 3 ge- 
geben: bei der dort angeffibrten Reihe besitzen ja moht einmal die 
(Hieder der einzelnen Zeilen nnd Kolonnen den Grenzwert Nutt. Im 
ftbrigen war (GL <19)): 



nnd hieraus ergibt eichi 
(88) 




sodaB also die !* ^Ze in den Ghrenzen B ~; T.-A? die (v-f- l) u (wo v*2> 1) 

in den Grenzen 4- ^-^ osaittierti man erkennt ohne weiteres. daB dieses 

- 1 - a a ' 

GrenzmteryaU far hinlanglich grofie Werte von v in der Tat bdiebig Klein 
wird, In analoger Weise verbalten sich die Kolonnen der fraglichen 
Reihe. 

Will man ferner "konvergente Doppelreihen herstellen, bei denen eine 
endliche Anzahl von Zeilen (Kolonnen) eigenflich dirergiert oder ein wn- 
endliches GreuzinterraJl besitzt, so braucht man nur (analog wie in Fufi- 
note 1 ; S. 463 angegeben) in vrgendemer konvergenten Doppelreihe eine 
beliebige Anzahl yon Zeilen (Kolonnen) dnrch die Glieder irgeudwelcner 
eigenfach divergenter oder ein unendliches Qrenffintervatt besitzender 
Reihen ; ebensovide andere Zeilen (Kolonnen) durch die nfonlichen Glieder 
mit enigegengesetgtem Vorzeichen zu erset^en. 



(II) 1st aufler der Doppelreihe: ^jU u 8 jede eingelne 
T 1 w (v 012 orfer 'fo W 06^ ^o^onne 

^^^J /^ 

w 

^wf y) (ft 0,1, 2,- ) konvergent, so Iconvergiert ouch die 

o 

120^ (fer Zeilensummen lew. dtejenige der Kolonnensummen 
gegen die Summe S t d h. man hat- 

(29) SS. W --'. 
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Denn nach 43, S 286, GL (Ib) hat die Annahme: lim S - S und 

,,,*.> " 

die vorausgesetzte Existenz endlicher Grenzwerte lim S (v 0, 1, 2, ) 
^ /-> * 

bzw. lim 8^ 0* 0, 1, 2, - ) stets zur Folge, dafi: 
-> ^ 

(30) lim (lim 8^} - 5, bzw. lim (lim fi w ) - 5. 

v^-oo >-> /*->" *->" 

Man kann den Inhalt dieses Satzes auch folgendermaBea aussprectien: 

(Ha) Hine konvergente 1 ) Doppelreihe mit Jconvergentew 
Zeilen "hew. Kolonnen Idfit sich durch die iterierte JReihe der 
Zetlen- "hew Eolonnenreihen erseteen. Ihre Summation kann 
also oMfetoet sukeesstveausgufuhrende einfache Reihensummationen 
ewuckgefuhrt tverden, in Zeichen: 



Der Satz (II) bleibt mutatis mutandis offenbar richtig, wenn + oo 
oder oo an die Stelle der endliohen Zahl S tritt, da die entsprechend 
modifizierte Gleichung (30) anoh in diesem Falle Gultigkeit benalt (siehe 
wieder 3 285, Gl. (Ib)). Man findet also: 

(ICE) 1st erne Doppelreihe mit Convergent en Ze^len bfttv. 
Kolonnen eigenthch divergent, so gilt das glewhc von der Rethe 
der Zetlen- "hew. Kolonnensummen. 

Mit Beriicksicntigong dieses Satzes und des weiteren Umstandes, dafi 
nach 43, Nr. 2 (S. 285) die Emstenz der Beziehung: 



hm (lim 5^ f) ) - lim (lim fl 

->e ^/I->BO ^ ' fi-^eo ^v->oo 

noch keineswegs die von lim 5 W nach sich zieht, die Nicktexistenss jener 

//,T--flO ^ 

Beziehung bei gleichzeitiger Eiistenz def tnneren Limites (insbesondere 
auch dann, wenn die beiden Seiten jener Beziehung zwar besttmmte, aber 
yoneinander verschiedene Zahlen vorstellen) dagegen das Vorhandensem 
yon lim 8^ definitiv ausschliefit, ergibt sioh sodann: 

/u,r-> 

(IV) Auchwenn alle Zeilen und Kolonnen des Sckemas Cl) 
Jconvergente Reihen bttden und wenn die Reihe der ZeUensummen 
und diejentge der Kolonnensummen gegen die namUche Summe S 

1) Die Konvergenss der Doppdrethe mufi a pnort feststehen und darf mcht 
etwa ohne weiterea aas der etwaigen Eonvergene der betreffenden \ter\erten Reihen 
geschloBgen werden vgl Satz (IV) 
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Jconvergiert, so Jcann die betreffende Doppdretke nichtsdesto- 
weniger divergieren: sie dwergiert dawn nach Sate (III) attemal 
unetgenthch. Diese Divergent mufi eintreten, wenn die Eeihe 
der JZeilensummen unddtejemge der Kolonnensummen gegen 
verschiedene Werte Jconvergieren oder toenn nur eine dieser 
beiden Reihen Tcowoergiert. 

TJm Beispiele derartiger divergenier Doppelreihen zu gewinnen, hat 
man lediglich fur 8^ einen passend gewahlten jener Ausdrtlcke a^ zu 
eefczen, wie sie in 42, 43 naher untersuoht wurden, und sodann die 
Beihenglieder M W mit Hilfe der Q-leiohungeD (16) entsprechend darzu- 
stellen. Setzt man z. B. 1 ): 



so hat man: 

lim 8 hm 8^ * fttr jedes einzelne v bzw. 



also auoh: lim (lim 8\ - lim (Hm S) - 0, 

- - ^ 



/* 

wakrend ein endlicher oder bestimmt-tmendlioher lim S^ nicU existiert. 

fl,V-+ 

Es konvergiert dann also jede Zefie und jede JZolonne, desgleichen die 
Beihe aller Zeilensummen und diejenige aller Kolonnensummen gegen die 
Summe 0, wanrend die betreffende Doppelreihe 08Bffli6rt. 

Nimmt man ferner fur 8^ einen der folgenden Ausdrfloke ( 48, 

Nr. 2, S. 286): 

(34) 

V- / 

so wird: 

(86) lim (lim B\ - 1 , lim (lim 5) - 

V-yoo >^-eo ^ ' <->.flo >-V ^ ' 



sodafi also die Beihe der Zeiknsutnmen gegen die Summe 1, diejenige 
der Kolonnensummen gegen die Summe konvergiert (wUhrend die be- 
treffende Doppelreihe dann eo ipso oszilliert). Eine verhalfaiiBm&flig em- 



1) Daa ertie dieier Beispxelc geht ana 48, Beispiel 8), B. 276 hervor, wenn man 
etzt- 8 ( ^ 1 o^. Das roeite findet aioh als Beiepiel 4) auf S. 977, daa dntte 
48, Nr 2, 8. 285 (beide mit der tunerhebliclien Modiflkation, dafi AMT der Sum- 
maud 1 im Nenner hinzugefflgt wiude, damit die betreflFenden Atudrfloke auch 
noch ffir p^v Q einen Sinn behalten). 
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faohe Form der Reihengheder 44 w liefert nooh der folgen.de, im (ibrigen 
ganz analog wie die obigen sich verhaltende Ausdruok: 



namlioh: 



6. Gentigen die Q-lieder u^ durchweg der Bedingnng, ^ zu sem, 
so bilden die 8^ allemal erne monotone (niemals dbnehmende) Folge posi- 
tiver ZableiL Darana ergeben sich aber mit Eflotsicht auf 40, Nr. 8 
(S. 257) and 43, Nr. 1 (S. 285, Gl. (lb)) die folgenden Satze: 

00 J& f*^ ^ tmrf 6/eJ 5^ wnfer ewer encClichen Zdhl g, 
so Jconveryieri die Doppelreihe der u^ ffegen eine bestitnmte 
Summe 8. Zugletch tonvergiert jede Zeile und jede Kolonne, 
und che Reihe der Zeilen- und dwgenige der Kolonnensummen 
Tconvergiert glevchfdls gegen die Summe 8. 

(VI) 1st u ^> 0, so eiehtjede der drei G-leichungen: 

(87) 

die lei den an der en nach sich. Dies giU auch noch, wenn -f- co 
cm die SteUe der bestimmten positiven Zahl S tritt. 

Die SStze (V) und (VI) bleiben offenbar auch gtlltig, wenn unter den 
Gliedern u^ negative 2^ahlen in endlicher Anzahl vorkommen; ebenso, 
wenji durchweg oder nach AnsscnluB einer endlichen Anzahl u^ } ^ 0. 
(Dabei mnfi natttrhch die Voraussetzung von (V) Ian ten: S ( ^ I < g ) 



63. Beziehnngen zwischen einer Doppelreihe und der aus den 
Diagonalsumnien gebildeten einfachen Beihe. 

1. Transformiert man das eweifach-unendlicke Schema: 
MO (O) + MI (O) ^ h t*4) H 



(1) 



+ i^W + . . . + M j) + 
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in erne einfach-wendlicke Keihe, indem man die Glieder u^ nach n lhago- 
nctlen'* ordnet, d h. indem man bildet: 



, 





so besteht zwiechen der Doppelreihe der M^ und der einfach-unendhchen 
v eine vollkommene flbereinsfommung, eobald M ^ ist. 



(3) 



o 
Wie namlich em Blick auf das Schema: 






unmittelbar zeigt, gilt alsdann die doppelte Ungleichung: 





Wenn nun die Doppelreihe gegen die Summe S konvergiert, so hat man 
speziell lim S = S und daher nach Ungl. (4): 

* 

(5) 

Daraua folgt zunaohst, wegen w y ^ ; die Konvergeng der Reihe 
und sodann ans (4) fttr n > oo: o 





oo 

Umgekehrt: WennJ^w.. gegen die Summe 5 konvergiert, so folgt 

o 
zunachst unmittelbar aus Ungl (4), dafi: 

Alsdann muB aber wegen der Monotonie der Zahlenfolge 5 ( " } auch all- 
gemein: 

(8) IimfiW-5 



sein ( 40, S 259, Zusatz) ' 



'* 
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/ v 

Es ergibt sick hierans schliefilich noeh, dafi die Doppelreihe der u^ 

00 

und die Seihe 5? w v auch allemal gleicheeUig dwergieren (namlich nach. 

o 
+ oo), wenn erne der beiden Beihen divergiert. 

Fafit man dieses Resultat mit dem Satze (VI) des vorigen Para- 
graphen zusammen, so ergibt sich an dessen Stelle der folgende nooh 
etwas allgememere Satz: 

1st u^ } ^> 0, so eieht jede der vier Gleichunyen 1 ): 

* 



,dte dret anderen nach sich, gleichgutiig, ob S eine ~bestwtmte 
Zahl vorsteUt oder unendlich grofi ist. 

00 

2. Urn die Beziehung zwischen einer "beliebigen Doppelreihe ^,v u^ 

en 

uud der Beihe "^*w v festznstellen, schioken wir den folgenden Hilfssatz 

o 

voraus, welcher erne Verallgemeinernng eines frtther mitgeteilten Cauchy- 
schen Satzes tlber den Qrenzwert eines arithmetisohen Mittels ( 45, Nr. 1, 
S. 805) bildet: 

Bleiben die ZaUen a f*"" A ' /'" ) nwnerisch unter 
* \v=0, 1,2, / 

einer endlicken Zahl g und ist: 
/1 f\\ i (*) 

(wo a eine lestimmte Zahl mH. vorstellt), so toird auch: 



Beweis. Man hat zunaohst identisch: 
(12) ^ ^ - ( + 1) ' - 



Da naoh Yoraussetznng: km a w =- a, so muB sich nach Annahme einer 



1) Der auf die drei letaten Gleiohungen bezttgliohe Teil des Satzei ergab 
aioh sohon bei frflberer Qelegenheit- 46, Ni. 4 (8 817, GL (88)). 
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beliebig kleinen positiven Zahl e eme Zahl m so fmeren lassen, 



(13) 



e ftir: (i ^ m, v 



Nimmt man nun in GL (12) n>2m (also: n m>ni) an und i 
jene Gleichung folgendermaflen. 



(14) 



"-*)+. 

i m+1 

so mrd in der eweiten Summe auf der rechten Seite durohweg: 

'-|i, 

in der ersien und dntten zum mindeaten: 



und daher: 

n 



oder: 



Lafit man jetzt n ins Unendliche wachsen, BO wird: 

(17) lim 

also schliefilich, da s jede beliebig Heine Zahl bedeuten kann: 

H 

lim J 



3. Nunmenr konnen wir den folgenden Satz beweisen: 
Besitet die konvergente Doppelreihe: 



die Eigenschaft, daft jede einzelne Zeile und Kolonne konv 
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oder innerhalb endlieher G-reneen os sillier t, so Icawn die Reihe 

konvergieren oder O8gillieren v ) und ewar tst wn 



o 

dfer Konvergene stets auch. 



Beweis Wir zeigen znnachst, dafi infolge der bezfiglich der em 
zelnen Zeilen und Eolonnen gemachten Voraussetzung S^ fttr aUe 
moglichen [i, v unter ewer festen Zdhl g bleiben mnB (was ja ans der 
blofien Existenz eines endlichen bm S^ nooh keineswegs folgen wftrde). 

/"|V->00 

Wegen der Konvergene der DoppelreJie gegen die Summe 8 kssen 
sich, jeder positiven Zahl s zwei Zahlen m, n zuordnen, sodafi: 

(19) \8-B <t far: p^m, v^n. 
also: 

s-*<^ } <<s + *, 

und somit: 

(20) |^ r) |<|| + * fQr: p^m, v^n 

Betrachtet man jetzt die ersten n Zeilen der Doppelreihe, so bleibt 
nach VoraussetzTing die Summe jeder einselnen, wieviele Glieder man auch. 
Bummieren mag, numerisch unter ewer endMchen Grenae. Dasselbe gilt 
also auch. fur diejenigen Summen, welche entstehen, wenn man die ent- 
sprechenden Glieder der ersten 2, 3, , n Zeilen addiert, sodafl man 
setzen kann: 

(21) S^ <g r far: ^-0,1,2, .-inmf.,v<n, 

wo g' eme bestimmte positive Zahl bedeutet. 

Analog ergibt sich dutch Betrachtung der ersten m Kolonnen: 



(22) S <g" fttr: fi < m, v - 0, 1, 2, . , in inf 

Bedeutet jetzt g eme Zahl, die von keiner der drei Zahlen 1 8 \ + s, 
g', g" uberstiegen wird ; so bestehen alle drei Bedmgungen (20), (21), (22) 
gleiduteikg, sobald man jene drei Zahlen durch g ersetzt, d h. es ergibt 
sich schheBlicn: 



1) Sie kann also memals eigcnthch dtvergteren, wohl aber em vnencttiches 
Grenetntervdlt besitzen (B. das Beiapiel in Nr. 4) 
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Nun werde gesetzt: 

(24) w + >i + .. + ir,-TF r , 

so hat man for v ^ 1 : 
W - 



t 



oder, anders geordnet: 

(25) F, - fl^W + &+ . 

Substituiert man hier der Reihe nach v 1, 2, 3, -,, so ergibt sioh: 



und wenn man diese n Gleichungen zu der folgenden addiert: 

T^-V), 
so resnltiert, naoh Hinzufttgung des Faktors - : 



Hieraus folgt aber fQr n >- oo, mit Berficksichtigung der Voraus- 
setzung: lim S 8 und des unmittelbar znvor bewiesenen Hilfs- 

/!,*-> ^ 

satzes, dafi: 



Wenn nun f0 v Jeonoergiari und etwa: 
o 

(28) 
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ist, so wird andererseits nach dem oben zitierten Cauchyschen Satze 
Tom Grenzwerte eines arithmetisohen Mittels anoh: 

(29) 

n --eo 

sodafi sich aus der Verbindung der Gleichungen (27) (29) schliefilich 
ergibt: 



(30) 

OD 

Ware hingegen ^J w v etgenfltck divergent, also lim W v + oo bzw. 

o v->i 

oo, so mlifite ebenfalls nach jenem Canohyschen Satze: 

B 
lim -.TT- + cx) bzw -- oo 



sein, was der Gleictung (27) widerspr&che Daraus folgt mit Notwendig- 

OP 

keit, dafi die Reihe *J>jw v , falls sie nicht Jconvergiert, jedenfalls nur 
oseillieren kann o 

4. TJm an einigen emfachen Beispielen zu zeigen, dafi die beiden im 
vorigen Satze angedeuteten Moglichkeiten (nUmlich anBer der Konvergenx 
der Diagonalenreihe 2 w v auo ^ deren Ostfllieren) auch wirldich eintreten 
kSnnen, werde gesetzt: 
(31) ^-V*" 



wobei 5? 9 9 a ^ s (tadingfc oder unbedingfc) Jconvergent angenommen wird. 

o 
Die so definierte Doypelreihe wird duroh das Schema dargestellt: 



(82) 



go 

und konvergiert oflenbar gegen die SummetJ^v Denn man 

o 

m +*+! 



(33) 8? _ 

m+l n+1 
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Die einzelnen Zetten und Kolonnen sind gleichfalls Convergent und ihre 
Swnwen besitzen der Reihe nach die Werfce t> , v lf t>,, 
Andererseits ergibt sich, wie das Schema (32) zeigt: 

(34) ",-('-4-1) (f,-* r+1 ) 

und daher: 



i 



(35) 

Diese GHeichung lehrt, dafi w, dann und nur dann konvergiert, 

o 
wenn lim n v n eine 'bestummte Zahl ist Letzteres ist aber wecen der 

->-eo 

oo 

vorausgesetzten Konvergenz von^^-w r nur in rfer Weise m5glich, daB: 

o 

(36) bmn . v n - 

n->-oo 

Denn eine Beziehung von der Form, lun w v n a wo|a|>0, wtirde 

n->ao 
OB 

ja allemal die J>w?e iene der Reihe ^ v r zur Folge haben. 

o 
Hiernach ergibt sich also, dafi in der Tat (GH. (85) und (36)): 

(37) 



UD 

wird, wenn^w v tiber1iauptJcoiwergiert Und man hat, urn Beispiele dieser 

oo 

Art zu gewinnen, v v ledigkch so zu wahlen, da&^v v famvergiert und die 
Bedmgong (36) befaedigt w^d z. B ,. - , 



Da ferner wegen der Konvergenz von ^l v v lim n v n auch 

o "*" 

mcht = 4- oo bzw. = oo sem kano t so erkennt man zunachst aus 

CD 

Gl (35), daB ^jw v in kemem Falle etgenftich ditergteren kann 
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SchlieBhcli bleibt noch die erne MSgliehkeit offen, dafi lim n v n 

_ H-fr-ao 

und lim n v n verschieden ansfallen. In diesem Falle osssitttert die Beihe 

> 

>? wie 01 (35) zeigt, in den Grenzen: 



v v km_n v n und: 2f v v limn v n . 

"*" o "*" 

(Beiapiele. Man seize: 



Alsdann wird: 

lim v n 1 , lim v n => + 



o o 

und es ergeben sich somit: 

Ig 2 1 und Ig 2 + 1 

00 

als die Osttittafaonsgrengen der Reihe ^*w v , 

o 
Setzt man dagegen: 

, also: u^-C-lX+V- 1 . + = L = V 
" v ; Vl/fT+^FI Vi* + * + */' 



so wird: 

hm = oo, limn v n + oo, 



sodafi also die Beihe > y hier m den Grenzen oo und + c oszilliert.) 
o 

5. Es yerdieni ausdrtlcklicli hervorgekoben zu werden, dafi die bei 
der Formulierung des vorigen Satzes gemachte Einsohrankung, wonacn 
die Zeilen- und Kolonnenreihen entweder Tconvergieren oder endliche 
Oseittahonsgrengen besitzen sollten, nioht etwa lediglich der Beweis- 
fuhrung gtdiebe eingefuhrt wurde: dieselbe bildet vielmehr eine wesent- 
Itche Yoraussetzung in dem Sinne, dafi der Satz hinfdllig werden ~kann, 
wenn jene Bedingung nicht erfullt ist 

Dies lafit sich m sehr einfaoher Weise aus der folgenden tTberlegung 

OP 

ersehen. Es sei: 753, vw^ S irgendeine Iconvergente Doppelreihe, bei 
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der zum mindesten die zwei ersten Zeilen konvergieren, fQr welche aufier- 

00 

dem die Beziehung besteht: s? w v ** & 

o 

Man bilde nun aus dieser Doppelreihe eine neue, indem man die 
Glieder der efe Zeile, also die u ] (^ 0, 1, 2, ), durch w^ 0) + v^, 
die der eweiien. also die u^\ durch u ^ v ersetzt, wo die o (ft 0, 1, 2, ) 

ft ft ft ft 

nach Belieben zu wahlende positive Zahlen bedenten Man erhalt auf 
diese Weise das folgende Schema: 



(39) 



und erkennt nnmittelbar, dafi anch diese Doppelreihe gegen die Summe /S 
Tconvergiert 

Bezeiohnet man sodann die Diagonalsummen des Scnemas (39) mit 
;/ (v 0, 1, 2, ), so -vrird: 



(40) < - W + Ml (*- 1} 4- 
' -w,-v,_i + v 

und daher. 

(41) 



Werden nun die t? r BO gewahlt, daB lim v n endlich und won 

->00 

schieden ausf allt ; so divergwren die beiden ersten Zeilen des Schemas (39), 
wahrend zugleich aus Gtl (41) sich ergibt: 

(42) 

d. n. die Reihe der Dtagomlen bleibt zwar Convergent, inre Summe 1st 
aber verschieden yon derjemgen der betreffenden Doppelreihe (Bei- 
spiel: v v !.) 
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Nimmt man dagegen lim v n + oo (z. B. v v v), bzxv. wahlt man 

B->00 

die !? so, dafi hm v n und lim v n verschieden ausfallen (z. B. *>> 2 + ( 1)*, 



f?, ^- 1 )*), so lehrt GL (41), dafi die Reihe S*w v ' eigentlich dwergiert 
bzw. oszittiert. o 

CD 

Die Reihe te; verliert also in den betraohteten Fallen tatsach- 



lich jene Eigensohaften, welohe ihr nach dem Satze Ton Nr. B zukommen, 
falls die ZeUen und Kolonnen konvergieren oder innerhalb endlich bleiben- 
der Qreneen osedKeren. 



64. Absolut konyergente Doppelreihen. - Zusammenfallen yon 
absoluter und nnbedingter Konyergenz. Bedlngt konyergente 

Doppelreihen. 

00 

1. Die Doppelrethe ^y. u^ heifit dbsolut Jconvergent, wenn di 

o 
reihe der v fanvergiert 

Urn Tor aUern nachzuweisen, dafi eiue in diesem Sione dbsolut 
vergente Doppelreihe uberhaupt Tconverffiert, werde gesetzt: 



(1) 



wabrend 8^ wiederom die entspreohende Summe der w^ bezeichnen 
mag Da sodann allgemein: 



(2) 



2* 






* w l 
> \> 



falls sich die Summation bei beiden Summon fiber die namhohen Werte 
yon [i und v erstreckt, so hat man: 

^ ' | in + ^ n ^ 171 + p 01 

and hieraas folgt unmittelbar, dafi gleichgettig mit lim $ ( ^ stets 
auoh lim S^ einen "bestmmten Wert besitzt, sodafi also mit der Doppel- 
reihe der I u* stets auch diejenige der u^ Jsonvergiert. 

Prinvilieini Ynrl nnv T n1 
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TInmittelbar ans dem Begnffe der absoluten Konvergenz ergeben sioli 
die folgenden Satze: 

Mne Ttonvergente Doppdreihe, welche negative (oder post- 
five) Glieder nwin endlicher AngaU enthalt, tst aUemal absolut 
Iconvergent 

EnthdU eine alsolut Iconvergente Doppekeihe sowohl po- 
sitive ate negative Glieder in unlegrentter Aneahl, so Widen 
sotoohl die posriiven oik die negatwen Glider je eine (dbsdut) kon- 
vergente Dopfelreihe 

TJmgekehrt Jconvergiert ewe Doppekeihe absolut, toenn so- 
uxMdiepositiven ok die negaUven Glieder je eine Iconvergente 
Doppekeihe btiden. 

2. Die dhsoM tonvergenten Doppelreihen zeigen ein ganz analoges 
Verhalten, wie Icon-vergente Doppelreihen mit posttiven Gliedern. Insbeson- 
dere gilt der Satz: 

1st die Doppekeihe der u^ } absolut Convergent und 

(4) 



so Ttonvergiert ouch jede eineelne Zeile und Kdlonne und die Reihe 
der eilen- "bwo. Eolonnensummen alsolut und man hat ouch: 



Ebenso Twnvergiert die Reihe der Diagondlen absolut und sswar 
ouch dam noch, wenn man die eweelnen u ( ^ ds Gheder der 
Eeihe auffaftt Zugleich hat man 

" 8 ( Eeihe *" I^onalen). 

Beweis Da naoh Voraussetzung die Doppekeihe der M W kon- 
vergiert, so konrergiert nach Satz (V) des 62 (S. 459) in dem Schema 
der u jede einzelne Zeile und Kolonne, ebenso die Eeihe der Zeilen* 
nnd der Kolonnensummen und die Eeihe der Diagonalen. Mit anderen 
Worten: in dem Schema der u ist jede Zeile und JEbZonwe, die Eeihe 
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der Zetten- und Kolonnensummen und die Hethe der Ikagonalen alsolut 
Convergent, ubrigens auch wenn man bei der letzteren durch weg die em- 
zelnen u^ als die Reihenglieder auffafit 

Es handelt sich also nur nooh darum zn zejgen, dafi die betreffenden 
Reihen samtlioh die Summe S besitaen. 

Fur die Reihe der Dtagoncden (GL (7)) folgt dies aber schon un- 
mittelbar aus dem Satze in Nr. 3 des vongen Paragraphen und far die 
iterierten Reihen (5) und (6) ans dem Satze (II a) des 62 (S. 451), 
ubrigens auch nut Hilfe ernes frtiher be-wiesenen Satzes ( 58, Nr 4, S 410), 
nach welchem (unter der hier gemachten Yoraussetzung der absolwten 
Konvergenz) die Enstenz der Gleichung (7) stets diejenige von (5) und 
(6) nach sich zieht. 

3. Der soeben bewiesene Satz lafit sich leicht in folgender Weise 
umkehren und erweitern* 

Von den v^er Gleichungen: 



."-, 

Jmm* r~ ^n* ^mmt 

A An 

(8) 

(<"+<- + 



0wht jede eineelne die drei an der en nach sich, wenn die in 
der Vorausseteung auftretende Eeihe bei Vertauscfaung der tt mit 
ihren dbsoluten Bebragen Convergent Ueibt 

Aus dieser letzteren Annahme folgt namlioh (entweder ohne weiteres 
oder nach dem Satze am Schlusse von 63, Nr. 1, S 461), dafi die 
Doppelreihe der M W konvergent, also diejenige der u^ absolut konvergent 
ist. Hierauf ergibt sich aber alles weitere aus dem Satze der vorigen 
Nummer 

In dem obigen Satze ist offenbar der frflher bewieseue ( 58, Nr. 4, 
S 411) sogenannte Cauchysche Doppelrethensate wiederum als Teil ent- 
halten. 

4 Eme Ttonvergente Doppelreihe heiBt unledingt Convergent, wenn 
jede durch Umordnung der GUieder daraus hervorgehende Doppelreihe 
gegen dteselbe Summe Tconvergtert, wie die ursprttnghche. Dabei betrachten 

09 

wir erne Doppelreihe ^L,vv dann und nur dann als durch ^Umordnung^ 
o 

OB 

aus der Doppelreihe ^l,-u^ hervorgegangen, wenn jedem Gliede M^ in 
o 

o-,* 
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Nr 4. 



umkehrbar eindeutdger Weise ein ihm gleiches v^ zngeordnet warden 
kann Es mufl also jedes Glied, das in dem Schema: 

W /> vf) - " 



an emer lestimmten ewftichen Stette ersoheini^ auch in dem Schema: 



t> (0) 



einen bestimmten endlichen Plate eionehmen und wngekehrt. 
Es gilt nun zunachst der folgende Satz: 

Jede a'bsolut Jconvergente Doppelreihe ist unbedtngt 
Jconvergent 

Beweis. Es werde das allgemeine Glied der ursprtlnglich vor- 
gelegten Doppelreihe wiederum mit u ( *\ ihre Summe mit 5 bezeichnet, 
wahrend v ( ^ das allgemeine GUied einer durch Umordnung daraus her- 
vorgegangenen Doppelreihe vorsfcellen soil. Bann erkennt man znnachst, 
daB auch die Doppelreihe der v Tconvergiert und zwar absolut. Denn 



jetzt man etwa: 



(>) 



8, so mufi jede begrenzte Doppelsumme, 



seiche aue Qhedern v (v) gebildet wird ; stets unterhdlb S bleiben, sodafi 



Jso nach g 62, Satz (V) (S 459) 



Tconvergiert und 



tisolut Tconvergiert. Bezeichnet man dann die Summe dieser letztpren 
)oppelreihe mit T, so wird nach dem Satze von Nr. 2 (GL (7)): 



Jede dieser einfach-unendlichen Reihen ist aber absolvt konvergent, 
uch wenn man die einzelnen Glieder u^ } bzw. v^ } als Beihenglieder auf- 

* * 
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fafit Die aweite stellt dann aber ledigKch eine Utnordnung der ersten dar 
und somit ergibt sioh: 

T-S, 

womit der ausgesprochene Satz bewiesen ist 

5. Um aach die Umkehrung dieses Satzes beweisen zu konnen, 
sohicken wir die folgende Bemerkung voraus. 

Erne einfach-unendliche Zahlenfolge: 

lafit sich nach 39, Nr. 1 (S. 247) auf unendKoh viele Arten als awevfach- 
unendliche Folge anordnen, am einfachsten etwa m folgender Weise: man 
teile jene Folge m Gruppen, welche der Beihe nach 1, 3, 6, , 
(2 v -(- 1), Glieder enthalten, und ordne sodann jene Gruppeu zu einem 
unbegrenzt fortsetabaren guadratischen Schema in folgender Weise 1 ): 

(1) *! t* 4 u 9 t* (y+J) * 

(2) u> +^ 

(10) 



Bezeichnet man jetzt mit s^ die Sumrne aller derjenigen Glieder, 
welohe den ersten v Zeilen und p Kolownen dieses Schemes angehoren, 
so hat man speziell: 



Wenn nun Km s^ emen bestimmten Wert besitzt, so folgt daraus 
nooh nicht das gleiche fur Km s\ d h. man kann daraus noch Icemen 

SchluB auf die Konvergene derjemgbn'Doppelreihe ziehen, velche durch 
das Schema (10) defimert wird 

Wenn dagegen Km s^ - oo wird (oder wenn hm s und Km s^ 

H->oo n->ee n->oo 

verschieden aus&Uen), so folgt mt Sicherheit, dafi fain endlicher Km s^ 



existiert, und daB somit die Doppdreihe (10) tm^r Icemen Umstanden Icon- 
vergteren kann 

1) Ygl. den umgekehrten PiozeB 89, (6 a) (8. 261). 
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6. Mit Benutzung dieser Bemerkung beweisen wir jetzt den Satz: 



Jede unbedingt Jconvergenfe Doppdre&M 
absolut "kowoergent 

Beweis. Zunachst folgt aus der Voraussetzung der wribedingten Kon- 
vergenz, daB mcht nur lim t^ 00 (was nach 62, S. 453, Gl (17) bei 

jeder Jconvergenten Doppelreihe der Fall ist), sondern auoh- 
lim tt = fflr : v = 0, 1, 2, , 
limtt^-0 fur: ^0, 1,2, -. 

-*-08 ^ 

Tim dies einzusehen, braucht man nur die (y + 1)** Zeile bzw. 
(n + 1)** Kolonne mit der Hauptdiagoncde zu vertanschen (wobei das eine 
Glied u^ bzw. wf"* seinen Plata behalt). Da die Konvergens der Doppel- 
reihe durch diese Umordmmg nicht gestort warden soil, so mussen die 
Glieder der nwmehngen Hawptdwgonale den Grenzwert besitzen, 
woraus die Richtigkeit der Gleichungen (12) nnmittelbar hervorgeht. 

to 

Nun schreibe man die Glieder der Doppelreihe /tf>*v^\ ohne eins 

o 
zu ubergehen, ale einfach-unencttiche Eeihe an (z. B. indem man das 

Schema der u^ nach Diagonalen ordnet). Bezeichnet man sie in dieser 
Anordnung mit: 



so ergibt sich znnachst aus (12) in Yerbindung mit lim t* w 0, daB: 

/f,r->oo ^* 

(14) km M r - 

->OB 

sein muB 

Wird jetzfc angenommen, daB die vorgelegte Doppdireihe mckt dbsolut 
konvergiert, also auoh die aus den Zeften der (v) gebildete iterierte 
Reihe mcht konrergiert, so ergibt sich unmittelbar aus dem Satze von 46, 
Nr 3 (S. 312), daB auoh die Eeihe (13) nicht absolut konvergieren kann. 

Hieraus folgt aber, daB sich die Glieder (13) auf Grund des erweiterten 
Rwnannschen Settees ( 57, ISfr 3, S. 405) in eine Anordnung: 



yon der Beschaffenheit bnngen lassen, daB y v v eigen&ich divergtert (oder 



Nr. 7. 8 64 Bedingt konvergente Doppebeihen 475 

in passender Weise 1 ) osgffliert') Ordnet man jetzt die Glieder j v nach dem 
ui voriger Nuinmer gelehrten Verfahren zu emem nnbegrenzt fortsetz- 
baren quadratischen Schema an, so stellt dieses eine bLofie Umordnung 
der ursprttnglich vorgelegten Doppelreihe dar. Zugleich wird dann 
hm sj = oo (bzw hm s^ und hm s^ verschiederi), sodaB die Doppel- 
reihe in dieser neuen Anordnuug divergieren wttrde 

Hieraus folgt aber, daB die uribedwgte Konvergenz der Doppelreihe 
nur mtfglich ist, wenn dieselbe dbsolut konvergiert. 

7 Nach den Satzen in Nr 4 und 6 erweisen sich also sohlieBlich 
absolute und unbedingte Konvergene dem Umfauge naoh als yollig 
gleichwertig. Insbesondere kann man dem Satze in Nr. 2 jetzt auch die 
folgende Form geben: 

1st die Doppelreihe der ct (l unbedtngt ^convergent, so Jcon- 
vergiert auch jede Zeile und Kolonne, desglewhen die aus den 
Zeilen- lew. Eolonnensummen gebudete Reihe, und die Summe 
der letateren ist gleich der Summe der Doppelreihe, d. h. man hat: 

tO 00 00 00 00 

(16) 

Im Falle der unbedingten Konvergenz wird also die Trennung der 
Begriffe , } Doppelreihe <t und ,,tferierte Iteihe" entbehrlich, und hierdurch 
erscheint es bis zu einem gewissen Grade gerechtfertigt, wenn man eine 
unbedingt (absolut) Iconvergente iterierte Reihe haufig ohne weiteres als 
konvergente Doppelreihe bezeiohnet. 

8. Eine Doppelreihe, welohe konvergiert, ohne absolut eu Tconver- 
gieren, ist nur bedingt ^convergent: sie kann, wie der Beweis in Nr. 6 
zeigt, durch blofie Umordnung der Glieder stets in eine dwergente Doppel- 
reihe verwandelt werden. Zu den nur bedingt konvergenten Doppelreihen 
gehOren z B. eo ipso alle diejefligen konvergenten Doppelreihen, bei 
denen irgendeine Zeile oder Kolonne divergiert; femer die in 63, Nr 4 
(3 467) bfltrachteten, bei denen die Eeihe der Diagonalen (uneigenfltch) 
dwergiert: denn bei einer unbedingt, also absolut kouvergierenden Doppel- 
reihe ist ja die Reihe der Diagonalen stets Tconvergent (s. Nr. 2) 

Es verdient bemerkt zu werden, dafi eine bedingt konvergierende 
Doppelreihe dieser Art sohon daduroh dwergent werden kann, daB man 



n 

1) D h. so, da0 nicht gerade die Summen ^w- eine tonvergente Folge 
bilden. * 
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in die einzelnen Zeflen oder Kdtownen eine passende Ansahl ren NvUen 
einachaltet. 1 ) 

Bedeutet namlich: 



(17) 



+ 



+ 



1 + 



+ + 



eine Jconvergente Doppelreihe, fttr welche xytg, div&rgiert, falls wie- 
derum: o 

\ / w o *" 1 "r" " "T" 1 ' v v 

gesetzt wird, BO forme man das Schema (17) in der Weise urn, dafi man 
jeder Zeile so viele Ntitten als Anfangsglieder hinzufttgt, als ihr (oberer) 
Index angibt Alsdann entsteht das folgende Schema: 

j{0) _l_ W _i .._1_W J_ . . I (") l 



(19) 



+ 











(dessen Kdonnen offenbar ans den Gliedern je einer Diagonals des Sche- 
mas (17), im ubrigen aus Nidlen bestefien). Hier wird nun aber: 

(20) 5, w - t + l + ... + iff,, 

sodafi also die Doppdreihe (19) in der Tat divergieren muB, da -"dchi 
emmal ein befltimmter lim S^ existieri 



1) Bei einer unbtdingt, also absolut konvergierenden Doppelreihe ersohemt 
dies wiedemm auageaohloaaen, da die Konvergetus einer Doppelreihe nut posibven 
Gliedem und somit die absolute Eonyergenz der vorgelegten Doppebreihe dutch 
HuusnfQgong beliebig vieler Bnnunanden nioht alteriert werden kann. 



Nr. 9. 
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9. Urn noch einen anderen Typus von eventuell nor bedingt kon- 
vergierenden Doppelreihen anzufflhren, werde gesetzt: 



wo die a eine wwnofone ntewofe jrunefonetufe FoJge positirer Zahlen be- 
denten, welche aufier der Bedingung der Monotonie: 



(22) 5 

noch der folgenden gendgen: 

(23) . 
anders gesohrieben: 



Aufierdem soil: 
(24) 



U-0,1,2, -J 



.W 







im a u , lim a 

sein woraus dann vermoge der Monotonie der a w folgt, dafi allgemein: 
luiiaW-0 (v-0,1,2,- ) 

hm a w = (ft ; 1 7 2, ) 



(25) 



lima w -0 



Die fragliohe Doppelreihe wird dann dargestellt durch das Schema: 



(26) 



a 



(0) 



a. 



(i) 



a 



a: 



(0) 



tf 

<l) 

.00 



Um ihre JTonver^etur zu erweisen, betraohten wir zunachat einen Aus- 
drack von der Form: 



(27) 



+ - + (-1) 



-n* 







w 



, 



+ 
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Infolge der Bedingung (22) 1st offenbar die Summe der I*", S* 6 ", 
5* n , . . . Zette dieses Schemas stets ^ 0. Ebenso folgt mit Hinzunahme 
der Bedingung (23), dafl die Summe der (l taa + 2* wl ), der (3** + 4**), 
Zette ^ sein mufi. Hieraus erkennt man sohliefilich, dafi: 

(28) 
Da aber: 

(29) 4?;:;' -<'-<+ +(- 

so folgt mit Benutzung von TTngL (28): 

i oU i A ^^ Ct **" 

V / (l,fl + O " ft 

und hieraus weiter: 



Bezeiobnet man jetzt wieder mit 8^ die Summe aller derjenigen Glieder, 
welche den ersten (/* + !) Zeilen und (y + 1) Eolonnen des Scbemas (26) 
angehSren, so hat man offenbar: 



also mit Benutzung Ton TJngL (28): 

(0,r) 



und daher schliefilich nach TJngL (31): 



Aus dieser Ungleiohung folgt dann aber in der Tat die Konvergene 
der fraglichen Doppelreihe, da die rechte Seite infolge der Bedingung (24) 
ledighoh dnrch Wahl von ft und v (unabhangig ron 9 und tf) bdiebig Idem 
gemacht werden kann. Dabei wird die betreffende Doppelreihe nur ~be- 
dingt konrergieren, wenn die a^ so gewahlt werden, dafi die Doppelreihe 



o 

Im nbrigen erkennt man, dafi auf Grund der Bedmgnngen (22) und 
(25) auch jede Zette bzw. Kolonne erne Iwvwergente Eeihe bildet (als 
alternierende Beihe mit monotonen, gegen JTuK konvergierenden Gliedern). 
Mit Hinzunahme der Bedingung (23) ergibt sioh sodann in gleioher Weise 



1} Dies mufl z. B. stets der Fall seJn, wenn die Hauptdiagonale des Sohe- 
maa (26), also^a^, ewe dwergente Beihe bildet ^Beiapiel: a^ y) , j 
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die Konvergene der ZeUen- bzw. Kolonnensummen (die ttbrigene auch aus 
62, Nr. 5, 3. 456, Satz II folgen wflrde). Es besteht somit auch die 
Beziehung: 



(36) 



(36) (-ly+'.-w-c-iy--^ 



" 



Dagegen brauoht die Reihe der Diagonalen in diesem Falle nicht zu 
konvergieren: ihre Konvergene hangt von der weiteren Beschaffenheit 
der oj v) ab So entsteht z B. bei der in der Fufinote angeftthrten An- 






nahme: a , , 1 die konvergente Doppelreihe-. 



- O. _ _ 4- ( 1 Y 1 * 4. 

2 "t" 8 ' T v. A y . a. i ~ 



_!_ __!_ , .. / iy + 1 _J i 

2 "r"8 4 T " T ^ / p-4-2" 1 " 

+ 



+ 

fQr welche die Eeihe der Diagonalen offenbar lautet: 



nnd somit os&HMert. Man kann hierans mit Siokerheit sohliefien, dafi die 
Reihe der Diagonalen a fortiori o&iUieren mnB, wenn die a^ noch ober- 

i liejren, und dafi sie nur Jeonvergieren Icann, wenn sie hin- 
-- 1 ' 



langlich Meiner Bind (z. B. so, dafl die Abaolutwerte der Diagonalsummen 
scolieBlich monoton gegen Null konyergieren). 

Die Doppelreihe (36) besitzt tibrigene die Summe -^, wie am ein- 



a 
facheten erkannt wird, wenn man znnachst setzt: a u _|_ y _|_ iy vo \x\ <1, 

daranf nach Diagonalen summiert und zur Grenze x 1 ttbergeht: die 
Legitimitat eines solehen Grenzilbergangea kann freilich erst an spaterer 
Stelle (in der Lehre von den sogenannten Potenzreihen) erwiesen werden 
Btwas nmstandlicher gestaltet sioh die (infolge der erwiesenen Komer- 
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gems der LoppdreiJie flir deren Summation ansreichende) direkte Berech- 
nung von lim 8} r \ die indessen mit ausschliefihcher Benfltzung der bisher 

gewonnenen Hilfsmittel vollstandig ausfBhrbar ist (uamlich mit Hilfe der 

n+p 

Beziehung <^j^ - lg !L ^T < iTf! ~ 5T+^ : *' 34 > S> 207 > 

n+l 

Ungl. (5), (6)) 



65 tfber eine besondere Anordniuig konyergenter Doppelreihen 
mit konrergenten Zeilen nnd Kolonnen. 

00 

1 Ist die Poppelreihe ^ y w/ t v) = /S> absolut konvergent (in welchem 

o 

Falle dann nach 64, Nr. 2 (S. 470) auch alle Zeilen und Kolonnen^ 
sowie die Beihen der Zeilen- bzw. Kolonnensummen konvergieren), so 
steht es zufolge des Satzes Ton 64, Nr. 4 (S. 472) frei, die Summation 
in jeder beliebigen Anordnung auszuftlhren, msbesondere also in der 
Weise, wie es in dem folgenden Schema angedeutet ist: 

Wfl (0) ^_ Mi (0) ^. ^(0) ^. ^(0) ^_ . . ^_ M ^(0) _j_ . 
+ 



(1) 



o (8) 



, 



<*> 



*v + 

+ 



d h. BO, dafi man zuerst die erste Zeile nnd die erste Kolonne summiert, 
dann mit Weglasaung der bereits verbrauchten Qlieder, also mit dem 
Diagonalgliede t^W beginnend die zweite Zeile und zweite Zolonne, 
darauf mit M,W beginnend die dritte Zeile nnd dritte Kolonne usf. Wenn 
man dann noch die an entspreehender Stelle stehenden Gkeder der 1*"^ 
' 't (v + 1)** 11 Kolonne und Zeile paarvreise zusammenfaBt (also 
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tt^ mit , i^W nut *, . . -, W mit , . fflr: p > v), so mmmt 
die in (1) schematise!! angedeutete Anordnung die folgende Gestalt an: 

? + (.<"'+ f) + + (s +<>) + 



(2) + 



Bodafi flioh durch Summation nach Kolonneu zunachst ergibt: 



, 

00 



nnd Bohliefilich: 



2 EB lafit sich zeigen, dafi die vorstehende nnter der Voraussetzung 
der absoluten Konvergenz hergeleitete Smnmationsanordnung fftr jede 
(wenn auch nnr bedmgt 1 )) famvergente Doppelreihe nut Jconvergenten 
Zeden and Kolonnen zalassig ist. 

Yereimgt man die Summe der ersteu (n + 1) Zeilen und der eraten 
( + 1) Eolonnen der Doppelreilie, bildet also: 



BO smd hienn diejenigen GUieder ewevmal enthalten, welohe sowohl den 
ersten (n + 1) Zeilen, als auch den ersten (n + 1) Eolonnen angehdren, 
also diejenigen, deren Summe nach der von uns bentitzten Bchreibweise 
(s. 62 7 3 450, GL (3)) mit S ( * } zu bezeichnen ist. Werden diese Glieder 
durch Sabtraktion yon S^ aus dem Komplei (5) ^mal entfernt, BO 
bleiben gerade diejenigen Q-lieder in einfaoher Anzahl zurtick, vrelche den 
ersten (n + 1) Winkelstreifen des Schemas (1) angehoren, also diejenigen, 
welche in (2) bzw (4) zum Yorschein kommen, wenn man den Index v 
auf die Werte 0, 1, , n beschrankt. Man findet also: 

+ 2 K + 



1) Wie z. B die Beihe 36) dea voiigen Paragrapheu. 
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Bildet man den Grenzwert fttr n > oo und beaohtet, daB donn jeder der 
drei linka stehenden Ausdrttcke in S ttbergeht, so folgt: 



d. h die Beziehung (4) behalt in der Tat ihre GOltigkeit 

3 Als Beispiel fttr die Anwendung der Summahonsformel (4) wollen 
WIT die unter der Voranssetztmg | < 1 absolut konvergente Doppel- 
reihe betrachten: 

(6) 8 

anfifdhrhcher gesohrieben: 



8 s 



+ a" l + a" * + of 8 + + a* * -f 
-1- ......... 

also, wenn man naoh Zeilen sommiert: 

CO - + + - + + 



die sogenannte Lambertsche Reihe, deren absolute Konvergenz fttr 
| a < 1, abgesehen von ihrer Herleitung aus der absolut konrergenten 
Doppelreihe (6), anch ohne weiteres aus dem TJmstande erkannt wird, 
daB ihre Glieder yon den entsprechenden der fflr | a \ < 1 absolut kon- 
vergierenden geometrisolien Eeihe ^a* sich nur tun den fttr v > oo 
gegen 1 konvergierenden Faktor 1 __ gy untersoheiden. 

Die Anwendung der Formel (4) anf die Doppelreihe (6) (also fttr: 
u w = a 1 "*, IL } v ^ 1) gibt sodann: 



Nr. 1. I W. Multiplication emfaoh-tmendlioher Eeflien 

also echlieBlioh mit Benfltzung von QL (7): 



eine Tranrformationaformel, durch welcbe die Lambertscbe Reibe in 
eine sichtlioh sehr riel rasober konyergierende ubergeftibrt wird 



g 66. Anwendung der Lehre yon den Doppelreihen anf die 
Multipllkation einfkch-tinendllolier Eeihen. 



1. Sind *n> *> v Ewei beliebige konrergente Reiben und hat man: 
(1) 



BO iflt die Dcppdreike: 



(2) 



4- Uj + + tt^o 

+ !! + + ***! 



9 r + Mv-f h^^H-- 

ftets Jtonvtrgit and beiitifc die Summe 27- 7, aodafi alio: 

(8) 

wsttt man: 



4" l + ' ' + y " ^y 

und bewiobnei, analog wie in den bisherigen Beiaraobtungen, mit 8 den 
mifc dem Gliede u^v, endigenden w reohteokigen w Ausschnitt der Doppel- 
reibe (2), 10 ergibt aicb: 



and daber: 



lim 5" -Urn IT, - Jim F r - J7- 7, 

** !- * 



womit die Eiobiigkeit der Bebauptung (8) enriesen ist. 

Da ferner, wie unmittelbar ersichtUch, auob die Zefon und Eoknnen 
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dafi auch die itorierte* Beihen gegen den Wert U V konrergieren, so- 
dafi also: 

W 

Berticksichtigt man sohliefilich noch den Sate yon 65, Nr. 8 (8. 402) 
fiber die Beziehung einer konyergenten Doppdreihe mit konvergenten 
Zeilen and Eolonnen zu der einfachen, aus den )) IHagoiMim ti gebildeten 
Reihe, so lafit sich das Gesamtergebnis der yorstehenden Betraohtung 
folgendermafien zusammen&ssen: 



Fur das Prodiikt isweier konvergenter ReiHen v f U w*d 

o 
v v F gUt aufier dm Betiehwtgm: 



o 



auch die folgende: 

00 

(5) U-V-Wr, wo: 



/aZ?s d(?5e letatere Reihe Jconvergiert. 

Im abrigen sei noch daran erinnert, dafi das Produkt U- V (auch 
wenn die Konvergenz yon ^2*(& y nioht besteht oder nioht nachweitbar 
ist) wie die Summe jeder Jconvergenten Doppelreibe naoh 62, Nr. 2 
(S. 452) durch eine einfache Reihe dargeatellt werden kann, n&mlich 
diejenige, welohe der Qrenzwertbildung lim 5 r w entapricht Man hat 
somit in jedem Falle auch: *"*"* 

w 

(6) U F-^J<, wo: <-(,+ 
o 

(spezieU: w ' - 

Die Konvergeius der Beihe 2> v tmd somit die Gttltigkeit der For- 
mel (5) ersoheint ohne weiteres gesichert, wenn jede der beiden Eeihen 
2 v > 2* v absolvt tonrergiert. Denn unter dieser Voransaetztuig Jurt 
offenbai- die DogpeZreihe (2) absoht konyergent, nnd darana Multiert 
nach dem Satze yon ft 64, Nr, 8 (8. 471 } unmiti- 1W M* & ?*// 
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vergenz 1 ) der DwwjonaZenreihe ^w v (einschlieBlicli ihrer Gleichwertig- 
keit nut der Summe der ZtogpeZreihe 8 ), also nut U-V) Im tlbngen 
handelt es sich hierbei lediglich um denjemgen Fall, -welcher bereits in 
58, Nr. 5 (S. 411) ohne Bentitzung des Begriffes der Doppelreihe er- 
ledigt warde. 

2. Urn das GtQtigkeitsgebiet der Multiplikationsformel (5) auch auf 
solche Falle auszudehnen, in denen die Reihen ~Su r . ^Sv r nicht beide 
absolut konvergieren, beweisen mr zunachst den folgenden Hilfssatz: 

Smd (a r ), (6 r ) positive Zdhlenfolgen mit dem Ghrengwert Null, 
so hat man 1 



uenn eine der folgenden ewet (Tnnreichenden) Bedtngungen er- 
fullt tst: 

1) Eine der "beiden Reihen ^a v , ^b v , a. S die erste ist 
Convergent. 

2) Es Ttowoergiert die Eeihe ^a v lJ v} wo a v ~bzw 5 r die groftte 
der Zohlen (a v) a v+i ,- ) J>ew (b v , fe, (+1 , ) ledeutet 8 ) 



1) Dabei konvergiert nicht nur^ l |w,|, d h 
Bondern anch 



2) InWahrheit wird also fUr die Herleitong der Beziehaiig U F==^5jv das 

o 

oben gefondene Ergebnis, wonach schon die Konvergenx von ^w v die GHiltigkeit 
jener Beziehung nach Bioh zieht, hier gar nicht leniitet tJberhaupt beaitzt jenes 
Ergebnis im wesenthdien ein rein theoreiascheB Interesse, insofern es, abgesehen 
von gewissen ganz apeziellen Fallen, wegen der verwickelten Beschaffenheit der 
Reihengheder w v fast niemals mSglich iat, die Convergent der Reihe ^w y dtrekt 
(d h auoh ohne Anwendtmg funkttonentheorebscher Hilfamittel) festztutellen. So 
erfolgt auch die Ausdehnong der Formel (6) auf den Fall, dafi nur ewe der beiden 
Beihen ^u,, ^v v absolut konvergiert, oder auf gewiase Falle, in denen bade 
nur bcdingt konveigieren (e Nr 3, 4 dee Textes), durch den dixekten Nachweis 

n 

der Beziehung U 7 Inn 5*w y , wobei dann also die Xonvergens dieser Eeihe 

-> o 

als (selbatverBtandliohe) Folgentng erachemt, nicht aber ihie etwa anderweitig er- 
folgte Feetstellung als Beweismtttel dient 

8) Da die Ov bzw b v achliefilioh gegen Null konveigieren, so gibfc es unter 
den Zahlen (o rl a >+1 , ) bzw. (5 r , &^ +1 , ) unmer hSohstens eine endltche An- 
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Be we is zu 1) Bezeiohnet man mit m die grofite in y enthaltene 
ganze Zahl, sodafi also: 

n 2m oder n = 2m + 1 , 
BO hat man zunachst: 



(8) A- - A-, + "A- , 

m+1 

In der ersten der reohts stehenden Summen 1st n v^n m^m, m 
der zweiten n v^.0. Infolgedessen ergibt sioh: 



(9) 

in + 1 m + 1 

(wo 5 bzw. fc m die in der Bedmgung 2) angegebene Bedeutung haben, 
d. h. S bezeiohnet die grQBte der Zaklen (6 , 6 1; ), & m die grofite der 
Zahlen (6 m; & m+ i; )) Wegen lim b v = und der Konvergenz der Reihe 



lafit sich m so fixieren, dafi gleichzeitig: 



nnd man findet daher, wenn noch ^a % =- A gesetzt wird, aus Ungl. (9): 

o 



fttr: w 
also, da es freisteht, s unbegrenzt zu verkleinern, wie benauptet. 



o 
Beweis zu 2). Anknilpfend an (H (8) hat man zunachst fur 

TO A IB 

(10) ^<*A-v -^M.-, 



In der letzten Summe hat man wie oben: n v^n m^.m t also um 



zahl, welche o^ bzw. "b v eireicher oder flberateigen. damnter also erne groflte 
Zahl a v bzw & y . Gleiohzeiiag mit dez Reihe ^a,o v konvergiert offenbar ateta 
auoh. die Beihe ^a v l v . Konvergiexen die a y bzw. b, monoton (d. h also niemala 
zunehmend) gegen Null, BO iat die Beihe ^aj),, keine andeze 
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so mehr: n v ^> v (das GleichheitBzeichen gilt ttbrigene nur far v m, 
falls flberdies n 2m) und daher: 



(11) 

Jk + 1 A + l *+i 

Zu behebig klemtmi e > lafit sich infolge der Voraussetzung 2) k so 
flxieren, daB: 



C1 < W um S0 

Jfc^-1 *+l 

(letztoros #anz unabhiingig vou der Wahl des m bzw. w). 1st jetzt Jc fixiert, 
BO ist n K der niodrigste Index von b n _ v in dei ereten Summe der reoliten 
Seite von Gl (10) und daher- 



(13) 

" o 

Wegcn lim l v 0, also auch lim b t 0, luBt sich ftir n eine untere 
Schranke n' BO hxieren, UuB: 
(14) (k+l)*aJ> H _ t <8 fur: n>n', 

sodafl rich aue Gl. (10) rait Bentitzung der Ungleichungen (12)- (14) 
orgibt: 

^ i ^ i u v f ^ n ' 

Sftot"*-! -* * wenn gleichzeitig. ?i 

und somit: 
(15) 

n-fta Q 

Das analoge Ergebnis findet man ftir die zweite Summe der reohteu 
Seite von Gl. (8), wenn man beachfcet, daB die Voraussetzung 2) in bezug 
auf a Y und I, Bymmetrisch ist und daB die fragliohe Summe durch Ver- 
tauschung von v mit n v die Umformung gestattet: 

* - i 

(16) *5}&>b n ~ v 5?*"-*^ ( wo: w "~ m ~ 1 * 1 bzw w) 

m + l 

Mithin ergibt sich eohliefllich, wie behauptet: 
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3. Der erste Teil des eben bewiesenen Hilfesatzes setzt uns in den 
Stand, die Gftiltigkeit der Multiplikationsfonnel (5) nnter der Voraussetzung 
zu beweisen, dafi nor eine der beiden Reihen, etwa ISu rT ahsdut kon- 
vergiert. 

Setzt man: 



so ergibt sich zunachst- 



H- 



(18) - 
und daher: 

(19) UJ- W 

(20) I^.F-TTJ 



o 



Da ^j u v | nach. VorausBetzung konvergiert nnd lim | F F, 

*- 

ist, so ergibt sich durch Anwendung yon Teil 1) des vorigen Hilfssatzes 



limlZ7.F-IT.l-0, 

n->oc 

d. h. schhefilicli wieder: 
(5) 



Durch ZusammenfasBung dieses Eesultats mit dem am Schlnsse yon Nr 1 
ansgesprochenen ergibt sich. also: 

Die Muttiplikationsformd (5) ist giftttg, wenn mindestens erne 
der ~beiden Eeihen ^u v , ^v v absolut Twnvergiert. 

4 Wenn die Eeihen Su r . ^Sv r beide nur "bedingt konvergieren, so 
mnssen natorgemafi noch spezielle Yoraussetzucgen hinznkommen, wenn 
die Beihe ^w v honvergieren soil. Derm da bei einer bedingt konyergenten 
Beihe die absoluten Betrage der GUieder nut wachsendem Indei beliebig 
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langsam gegen Null konvergieren konnen 1 ), so hegt auf der Hand, dafi 
die Glieder w v U O V V -{-U I V V _ IL -\- + M,t>o im allgemeinen sogar nicht 
eimnal den Grenzwert Null besitzen werden 

Wir wollen hier nur diejemgen Falle naher ins Auge fassen, in 
welchen nundestens eme der beiden Reihen zn einer dbsolttf konvergenten 
wird, wenn man je zwei nnmittelbar anfemander folgende Glieder zu 
emem einzigen vereimgt (wie z B. bei jeder konvergenten alternierenden 
Reihe) und beweisen zunachst den folgenden Satz: 



Wenn die JSeAeS'(M 8r + M Bv+1 ) absolut Twnoergiert, wah- 

o 

rend J^w,, ^v v nw "bedingt eu Tconvergteren Irauchen, so ist fwr 
die Gultigkeit der Multiplikationsformel (5) notwendig und hin- 
reichend, dafi eins der folgenden ewei Bedingungspaare lesteht: 

m m 1 

(21 a) hm yu iv v 3m _ Sy -lorn M Sv+ i v ani _av-i = ; 

"*" 

oder. 

(21b) lim 

"+< o m * o 

Beweis. Nach GL (19) nat man fQr n 2m: 

Iro 

Z7 Sm F- TT 8m -^1^(7- 7,.. J, 
o 

also durch Trennung der Glieder mit geradem und ungeradem Index: 

m-l 

(22) Z7 2m -F-Tr aiB 



und, wenn man in der eraten Gliedergruppe 

1) VgL 69, Nr. 8 (S 416). 

2) Anders ansgeBprochen- Die fOi die Zonvergenz Ton ^tg y notwendtge Be- 
dingung lim> rt B=iO ist achon erftQlt, wenn BIO fflr gerades oder tuogeradea n in 

n->oe 

der Weise besteht, dafi jeder der beiden Sestandtefle von w n 



(so weit fortznsetzen, bis die Summe von selbst abbricht) einecln gegen Noll kon- 
vergiert, und diese Bedingung ut dann zogleioh. auoh fttr die Konvergenz von 2;w v 
htnreichend 
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setzt. 

m-l 

(23) U tm V-W im - 



anders gescbrieben: 

(24) W, m - 
wo: 

m-l 

(25) S m - 



W <' . 



Da ,2| ,, + *,+! I konvergiert und lim | V F, r+1 | 0, so folgt 
aus dem ersten Teil des Hilfssatzes von Nr. 2 ; daB: 

m-l 



m->-oo 



und man findet daher ans Gl. (24): 
(27) 



m->oo *n->eo 

als diejenige Beziebung, welche fiber die Konvergenz oder Divergenz von 
TF, OT fflr m > oo Auskunft gibfc. Insbesondere folgt daraus, daB dann 
und nur dann 

lim W, m - UV 

wird, mit anderen Worten, daB die bei einem G-Iiede mit geradem Index 
abgebrochene Beihe ^Sw v nach dem Werte UV konvergiert, wenn: 

m 

(28) lim w' lm - lim ^M,,v, ra-Jy - 

o 
ist Da andereraeits: 

so ergibt sich welter als notwendige und kwreichende Bedingung dafUr ; 
daB auoh 

00 

lim W im ^ - UV (also schKefilioh: ^jw v - UV) 

o 



Nr - * 8- Mulidplikation einfach-unendlioher Rwhen. 491 

wird, die Beziehuug: 



welche mit Rttcksicht auf die bereits bestehende Beziehung (28) auch 
durch die folgende ersetzt werden kann: 

Km (--; J.-o, 

d h. 

- 
(29) KmX m -0, wenn gesetzt wird: < 



m 

o 



Damit ist zunachsfc die Behanptmig, soweit sie sick auf die mit (2 la) 
bezeichneten GHeichnngen bezieht, bewiesen. 

Um dieses Ergebnis auch auf die Gleiclrangen (21 b) auszudehnen, 
hat man nur zu beachten, dafi wegen der Konvergenz von J^j >y + , v+1 1 
der erate Teil des Hilfssatzes von Nr 2 ohne weiteres die Beziehungen 
liefert: 

m 

lim !>*{, + w l , +1 H m _ 8r - 0, 



welche, wenn nach Analogie von Gl. (26), (29) noch gesetzt -wird 1 ): 
(30) 





flich auch folgendennafien schreiben lassen: 



Daraus folgt aber, dafi gleichzeitig mit den Bezieuongen (28), (29) stets 
auch die folgenden (oben mit (21b) bezeichneten) bestehen: 

(32) lim; s ' m+1 -0, liin w^ - 

m-*to m--o 

und umgekehrt. Die letzteren sind also unter der gemachten Voraus- 



1) VgL die vorige Fufinote 
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setzung gleichfalls notwendig und hmrewhend fttr die GUiltigkeit der 
Beziehung UV 



o 

Zusatz. Setzt man |u v | = a v; ( [ = &,,, so ergibt sioh aus dem 
zweiten Teile des Hilfssatzes von Nr 2, daB die Bedingungen (2 la) bzw. 
(21 b) sicher erfflllt smd, wenn die a. a. mit ^cijb v bezeichnete Reihe 
Tconvergiert Die Konvergene der letzteren bildefc also zusammen mit der- 
jenigen "von^lt^^ + Wj^+jl eine hiwrewhende Bedingnng fflr die Gflltig- 
keit der Multiplikationsformel (5). 

5. Einfachere Formen von noirwendigen und hinreichenden Kon- 
rergenzbedingungen ergeben sich, wenn man eine der beiden Beihen 
2 My* 2 v v noch weiteren Emachrankungen unterwirft. Insbesondere gilt 
der folgende Satz: 



1st aufier der Meihe j v (^ v u av+1 ) auch eine der fol- 
genden" o 

00 

3 ) 

alsolut Twnvergent, so ist die fur die Konvergeng der Reihe ^w v 
(und die GMdtyJcetf der MulfypUkationsformel) notwendige Be- 
dmgung 

lim w n 

n->-eo 

auch hinreichend, und 0war sogw schon, wenn ihre Ext&ews 
wn Fatte 1) nur fur gerade oder mtr fur ungerade n, vm Falle 2) 
fur gerade n, wi Falle 3) fur ungerade n vorausgesetet wvrd 

Be we is. Die erste der genannten Zusatzbedingungen laBt sich 
mit der nrsprflnghchen Voraussetzung der absoluten Konvergenz yon 



vereinigen, daB die Reihev | u v + M,, +I | als kon- 
o o 

vergent vorausgesetzt wird Und da andererseita U=- ^>?u v in die Form 
gesetzt werden kann: o 



(33) r7-- Wo + 

o 

so konvergierfc also U in dieser letzteren Gestalt absolui. Setzt man also 
zur Abkttrzung: 

( 34 ) yK + *,+i) - ,+i (v - 0, 1, 2, . . ) und spezieU: -1 M O - u , 
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so ergibt sioh nach Nr 3 zunachst: 



(36) Ur-w v , wo: 

o 
Man hat nun insbesondere: 

(36a) w fi 

rind fttr v 1 : 



(36b) - 
und daher: 



(37) 

Infolgedesaen ergibt sich: 
(38) f , r - Lm 



mit Rilcksicht auf Gl. (35) dann und nur damn, wenn: 

(39) hm w n = 

>*> 

Da im tLbrigeu wegen der von vornherem bestehenden Konvergenz 

von 2>, ( s - GL ( 36 )) B* 6 * 81 

lim w n , also nach (36 b): lim (w M _ t + t^J , 

n->ea ->ao 

so folgt, daB jede der Bezieknngen: 

(40) limw; 8m -0, lim M; 8|B+1 - 

m-^-eo m->oo 

die andere nach sich zieht und daB es daher, wie behauptet wurde, in 
der Tat genflgt, tine dieaer beiden Bedingungen als bestehend vorans- 
zusetzen, nm daraus die Ezistenz der Gleichung (39) und damit die Kon- 
vergenz der Reihe 2 W V ^ folgern. . 

Wir betrachten jetzt eweitens die Annabme, daB aufier ^j (M, , + w, v +1 ) 

*> o 

die Reihe ^j? (<? 8y+ i + Pg v+ a) 6so^ konvergiert Naoh dem Satze der 

o 
vongen Kummer (s. GH (28), (29)) ist die Konvergenz von ^w v genohert^ 

falls die Beziehung besteht: 
(41) 



m->oo 
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wo: 

m m 1 



Man hat nun: 

m-l 





m 1 



r i; v lm-S> 

o' 

m-l 





Ersetzt man in der zweiten Summe v durch m v 1 und bentttzt f(lr 
die linke Seite die Beziehung ^ m + 0j m 9m , so ergibt sich: 

m-l 



m-l 

J^Kr+l+^ar + J^lm-Jr-l + M m V 


Da die beiden Summen infolge der Konvergenz von ^\ t^ y + ** y+i I; 

r? 8?+1 -|-!; Sy+ ,| nach dem ersten Teile des Hilfssatzes von Nr 2 (wo- 
bei l v einmal durch v lt>+}; das andere Mai durch j v+1 zu ersetzen ist) 
fttr m + oo gegen Null konvergieren, BO findet man: 

(43) lim (b.-2<J - lim (2w' in - W > J - 



und daraus folgt, dafi die Beziehung: 
(44) lim;, ra -.0 



als (notwendig und) Jiwreichend fdr daa gleiohzeitige Yerschwinden 
von limwj^ und limw,'^, also nach Gl. (21 a) bzw. (28), (29) fttr die 



Konvergent yon ^^ erschemt. 

Im Falle 8) findet man analog nut GL (42) die Beziehung: 





m 



Im+l-!r7 
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und da wiederum nach dem eraten Teile des Hilfssatzes von Nr. 2 diese 
beiden Summon fttr m - -> oo geg-en Nutt konvergieren, BO folgt: 
(46) Hm (w,^ - 2w; m+1 ) - lim (2^ m+l -, tni+1 ) - 0, 



yon 



also nut Berttckeichtigung von Ql. (21 b) bzw. (32) sohliefilich 
(AT) lim M> 4m , 

Y* / > IB T 1 

ale (notwendige und) hmreichende Bedingung fur die Konvergenz 
Damit iat der auageaprochene Satz vollstandig bewiesen 
Zuiatz Erne hinrcichende Bedingung weaentlich anderer Art ge- 

winnt man untor der Vorauesetzung, dafi die Reihen^ ***, + **ir+il VB& 

JSltfjr+i "^ ^v+il* ^ 80 auc ^ JS'l tt + M y+il konvergieren (Fall 1) des 

vorigen Satzea), in folgender Weiae. Man hat* 





Dutch Anwendung der Abdschen Transformation (s. 69, S 416, Gl. (15)), 
n&mlich: 





ergibb sich also: 

M-l 



Wird auf die erate Bumme eine analoge SchluBweise angewendet 
wie beim Bewciie su 1) dee HilfflBatzes zu Nr. 2, wobei man 

a, durch K + u y4 . 1( , &,_, duroh | M -. +1 -, + - + (-D r '.l 
also ipeudL: 6 B durch IW.IBU ersetzen hat, so ergibt sich mit Rilcksicht 
auf die Konvergenz von j^K + S+il, warn noch vorausgeaetzt wird, 


auch die Reihe (- !)", Iconvergiert (mithm 



Btets unter einer endlichen Sohranke bleibt und ftr y mid hinlang- 
lioh grofie n beliebig klein wird): 

lim w n , 
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und somit naeh dem vorigen Satze die Konvergenz der Reihe ^w v < Man 

findet also: 

Konvergiert aufi&r 2 u v i 2 V * aw ^ d* e Reihe 2\u* + M v+i L 
so tst das Hineukommen der Konverg&ne von J5"( I)***, (widers 
ausgesprochen: der J&nvergene von ,2v 9y oder ^v av+1 ) eine hm- 
r&tchende Bedingung fur die Gwlhglteti der MuUyol^kat^onsformel 

6 Die Voranssetznngen yon Fall 1) des Hanptsatzes der rorigen 
Nommer sind offenbar erfQllt, wenn gesetzt wird: 

^-(-1)*^ (v-0,1,2,-..), 
wo a v ^ <*+!> und lim a v 7 wenn also ^u v eine dtternierende 

->08 

Eeihe mit numerisch monoton gegen Null konvergierenden Gliedern. 1st 
alsdann ^v r eine Reihe derselben Art, etwa: 

v-(-l)"6, ("-0,1,2, -.), 
so ergibt sich zunackst: 





sodaB nacn dem Satze der rongen Nummer die Bedingung: 

n 

(48) 

als notwendig und fanreichend ftif die Gdltigkeit der Mulfaplikations- 
formel (5) erscheint. Dieselbe laBt sich tibngens durch zwei Bedmgungen 
einfaoherer Art ersetzen Man hat zunachst: 



Andererseits ist: 

tn + l 



(50) 







und man findet daher, da nach Gil (46) die Beziehung km 8n+l far 
die Eonvergenz yon ^w schon hinreioht: *" > " 
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Fur die AnwendbarJceit der MidtipUkationsformel (5) auf 

CD ae 

die leiden dternierenden Beihen ^*( 1)* a v , 2?( 1)" 6, 

o o 

mit numerisch monoton gegen NuU konvergierenden Gliedern ist 
notwendig und hwreichend, 



.-> 



(51) limfc.-^^^ lima, 5*6, 0. 

Da ferner: 

(52) 



o 



tind andererseits nach dem zweiten Teile des Hilfssatzes von Nr 2 (S 485) 
die Konvergens der Reihe 2 a J> v stets die Beziehnng (48) nach sich zieht ; 
so ergibt sich welter: 

Fur die Anwendbarkeit der Multiplikahonsfarmel auf dte 
Eeihen JSY 1)" a y , 2(r~ l) r ' & Mldet die Beetelwng. 
(53) hm n a n "b n -= 

erne notwendige, die Konvergene der Reihe ^aj> v etne Inn- 
reichende Bedmgung. 1 ) 

Hierans folgt z. B , da6 far die Reihen 



die Produktformel konvergiert oder divergiert, je nachdem. p + 2 > 1 
oder p + flf ^ 1, da im ersteren Falle die Reihe ^; ~J+j konvergiert 1 ), 
im letzteren hm n ,. = 1 oder oo wird. 



1) Dies wflxde sich auch 0ohon atu dem Zuaatze zn Nr 4 (S 492) nut Be- 
xtlckBiohtigang der SchluBbemerkung von Fufln 1, 8. 486, ergeben 

2) SpezieU ergibt nch also (vgl 69, 8 414, Gl (9)) 



wo. 
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tTbrigens laBt sieh jede der obigen der Form naoh ganzlich verschie- 
denen zwei Bedingungen auch. so umgestalten, daB sio der Form der 
anderen mSglichst nahe kommt (wobei allerdings, wie leicht zu sehen, 
jede der betreffenden Bedingungen etwas an Tragweite verliert) 

Ersiens ergibt sich, wenn man die als nohoendige Bedingung erkannte 
Gleichung (53) in die (1 + (>)*" Potenz (p > 0) erhebt, da8 auch die Be- 
ziehung: 



eine notwmdige Bedingung liefert, und da diese letztere nach 50, Nr 1 
(S. 336) immer die Konvergenz der Eeihe J5'(a v & v ) 1+ ? nach sich xieht, 
so kann man sagen, es bilde 

die Konvergenz von J5JX&,, eine hinreichende, 

2(&M 1+Q (ftlr jedes (>>0) omc nat- 

wendige Bedingung 

(sc. fur die GtUtigkeit der Multiphkationsformel). Da es hierbei freisteht, 
(>>0 beliebig zu verkleinern, so zeigt diese Formulierung, daB dit* Kon- 
vergena von ^Sa v b v sozusagen n nahe#u?' als notwendige Bedingung er- 
scheint. 

Zwedens ist ja die hinreichende Bedingung der Kanvery&ig von 
^a v b y sicher erfttllt, wenn die #& einem der bekannten Konvergenz- 
kriterien erster Art genugen, namlich (s. 50, S. 836, Formel (C')) : 

(54) limn 1 **? a n b n <oo bzw x ) Iimi i (n)-(lg 4 n) l 'a n 6 n <c (p>0 / i, 

rt-^oo n-^ 

sodafi also diese Bedingungen gleichfalls als hinreichende zu gelten 
haben und die Vergleichung mit der als notwendig erkannten Be- 






V 



1) Dabei ist: 
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dingung (53): 



lim n aj) n = 

M->-CO 



zeigt, dafi diese letztere gewissermafien nwht sehr weit davon entfernt ist, 
eine hinreichende zu sein. 

7. Die Vergleichung der notwendtgen Bedingung (53) mit den hin- 
reichenden von der Form (54) legt die Frage nahe, welohe Rolle in dem 
rorliegenden Zusammenhange die Grenzwerte von der Form lim nlgn aj) n 

bzw limZ^M) a n l) n spielen Wir wissen bereits, dafi das Verschunnden 
dieser Grenzwerte (im Gegensatz zu demjenigen von lim a> n b^) fame 

notwendtge Bedingung fttr die Konvergens der Reihe 2 a v^f ( ml * mono- 
tonen Gliedernl) bildet, aber doch nur in dem Sinne, dafi jene Grenzwerte 
auch bei monotoner Abnahme der Reihenglieder nicht eu existieren brauchen 
(a 53, Nr. 4, 8. 369), dafi aber, wenn jene Grenzwerte rncht existieren, 
jedenfalls das Verschwinden der entsprechenden unteren Limites flir die 
Konvergeng durchaus unentbehrhch ist (s. 47, S 319, Fufin. 1) Da- 
gegen hat die BeschafFenheit jener Grenzwerte bzw unteren Limites auf 

die Konvergenz bzw Divergenz der Produktreihe 2 W V m ^ em T0r ~ 
liegenden Falle uberhawpt Icemen mafigebenden Einflu.fi Es gilt namlich 
der folgende Satz 1 ): 

Bedeutet (M^) eine md v behefag langsam ins Unendliche 
wachsende Zcihlenfolge, so lildet die Beeiehung 

lim n M_ a n "b n = oder auch nur: lim M t , aj>^ 

n M n 11 n ft 

n->oc n->-oo 

keine nottoendige Bedingung fur die Eonvergena der aus 

2(- 1)' 2( 1)" &r gebUdeten Produktreihe ^w v . Vielr 
mehr Icann die letetere konvergieren, selbst uenn. 

hm n M H a n "b n =- oo 
ist Andererseits Ifldet eine Beetehung von der Form: 



n--ce 



noch "kerne hinreichende Bedingung fur die Konvergenz von 2w v , 
wie grofi auch k angenommen werden moge 

Beweis Wir bezeichnen mit (mj, (m,0 zwei mit v mouoton ins 
Unendliche Wachsende Zahlenfolgen, deren nahere Charakterisierung wir 

1) Man vergleiche damit den Satz (TV) des 68 (S. 809) 
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uns noch vorbehalten nnd setzen: 



dann laBt sich zunachst zeigen, daB die Keihe Sw r auf Gerund der Be- 
dmgungen (51) sicher Tcanvergiert. Man hat namlich: 



Da aber (s. 61, S 849, GL (32) fttr Q -. y) : 



BO folgt' 

und ganz analog: 



sodafi die Bedingungen fttr die Konvergenz von 2^ v m der Tat erfttllt 
Bind. Zugleich hat man: 



Wahlt man also W T , w/ in der Weise, daB m n m^~M n (z B m r 
as'-JK, 1 -*, wo 0<p<l) oder w n J-<JI^ (z.B. w r = Jf/, <- 
so word km nM n a n \ von Null verschteden bzw soirar unendhch qroft 

n-Vee a ' 

Damit ist also der erste Teil des ausgesprochenen Satzes erledigt 
Um auch die Richtigkeit des zweiten zu beweisen, setze man. 



ra _l_ , 1^ 

* *(*) ' v "" lgi.4-: 



(ffir V^JM, wo i so zu wahlen ist, daB lg t+1 w positiv ansfallt), so- 
dafi also 

hm L k (n) - aj) n - lim -~- - 

->-oo n-> 

Andererseits bat man: 
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Da aber (s. 51, S 348, Schlufi von Nr 4): 



und daher: 



so folgt nut Rticksicht auf die Konvergenzbedingung (51), dafi die Reihe 
^Sw r dw&rgwrt. 

8. Es verdienthervorgehoben zu -warden, dafi die Konvergenz der Reine 
^a^t d h. 2\u v v v \, welche auf Grund des Zusatzes zu Nr 4 (S. 482) 
bei monoton 1 ) gegen Null konvergierenden |itj, vj unter den in Nr. 4 6 
behandelten Voraussetzungen eine hiweichende Bedingung fur die Gultig- 
keit der Multiplikationsformel bildet und in dem besonderen Falle der 
dtermerenden Reihen n ndhe0u u als notw&ndig erscheint (s Nr. 6, 8 498), 
im allgemeinen den letzteren Gharakter Tcemeswegs besitzt. Dies leuchtet 
unmittelbar em, wenn man beachtet, dafi ja aus der Konvergenz jener 
Reihe mcht nur das Verschwinden von 

hm I w n I = lim 

I 7 I 

-Vflo H->eo 

sondern sogar dasjemge von 



resultiert und dafi (abgesehen von dem bier nioht in Betracht kommen- 
den Falle aus gleicnbezeichneten Gliedern bestehender, also absolut kon- 
vergenter Beihen) nur gerade im Falle der alternierenden Reihen 



wird. Ln ubrigen lafit das folgende Beispiel erkennen, wie weit die frag- 
liche ninreicnende Bedingung davon entfernt ist, eine notwendige zu sein. 
Versteht man wieder unter (a v }, (6 y ) positive, monoton gegen Null fcon- 
vergierende Zahlenfolgen und setzt wie frflher- 

u v - (- 1)X , dagegen: v iv ( 1)" 6 9 v , 



1) Smd die |u v | - y , |v v | = & ntc^ monoton, so hatto man die Reihe 
^a v b v in dem vorliegenden Zusammenhange duroh ^a v !> v (a den Ztuiatz zu 
Nr. 4, S 402) zu enetaen 
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so hat man: 







Da aber die Reihen *( l) r -& 9v und( 1)" l iv+1 emzeln konrer- 

o o 

gieren, so gilt das gleiche auch von ihrer Differenz, also von der Reihe: 



und da auflerdem auoh _Su r die Eigensohaft besitzt, dafi 
und Jltf ly+1 + M ly+l | konvergieren, so sind die Bedingungen des letzten 
Satzes von Nr. 6 (S 496) samtiich erfttllt, womit die Konvergenz der 
Reihe _^w r gesichert ist Andererseits steht es aber offenbar frei, die 
a,, ft, behebig langsam gegen Null konrergieren zu lassen und BO eine 
beliebig storJce Divergent der Reihe ^a v b v zu erzeugen, ohne dadurch die 
Konvergene der Reihe ^w v zu beeintrachtigen. 

67. Konyergenz- und Divergenzkriterien fttr Doppelreihen 
mit nicht-negatiyen Gliedern. 

1. Naoh dem in 64 gewonnenen Hauptresultat (s a. a. 0. Nr 4 und 6, 
3. 472, 474) erfordert die Feststellung der unbedingien Konvergenz einer be- 
liebigen Doppelreihe lediglich die Beurteilung der Kontergene oder Diver- 
gene einer ausschliefilich aus Gliedern a (r) ^ bestehenden Doppelreihe. 
Als naturgemaBes Holfsmittel zur Erreichung dieses Zwecks bietet sich, 
analog wie bei den einfachen Reihen, die Vergleichung der a^' mit den 
entsprechenden Gliedern einer bereits als Convergent oder divergent er- 
kannten Doppelreihe Dabei ergeben eich in bezug auf die Auafuhrung 
dieser Operation twei Moglichkeiten, je nachdem man darauf ausgeht, 
ganz direkt die Eonvergene oder Divergent der Doppelreihe ds soldier 
oder aber diejenige der aus ihr durch Anordnung der Glieder nach Dia- 
gonalen herrorgehenden einfachen Reihe zu erschliefien (deren Konver- 
genz oder Divergenz ja mit derjenigen der JDojgpeZreihe zusammenf allt 
s. 63, Nr. 1). Obschon die etveite dieser Mdghchkeiten namentkch in 
bezug auf die Bildung yon J^owver^^n^kriterien sich als die yorteilhaftere 
erweist, BO wollen wir doch, gerade um dies deutlich zu machen, zunSchst 
auch die erste kurz erfirtern. 
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Bezeichnet man wieder mit 8 die Summe desjenigen endlichen AUB- 
schnittes der Doppelreihe, welcher begrenzt wird von der (p+ 1)** Kolonne 
und (v+ 1)** 1 Zoile, so erkennt man zunachst, dafi die S (v) infolge derVoraus- 
setzung aj ^ eine monotone Doppelfolge bilden Daraus folgt aber, 
dafi eine Doppelreihe der betraobteten Art nur "konv&rgier&n, oder eigent- 
lich diverffierm kann und dafi insbesondere die Konvergews gesichert ist, 
wenn nur festgeatellt werden kann, dafi die 8 stets unter einer festen 
positiven Schranke bleiben Das letztere ist aber offenbar der Fall, wenn 
eine Beziehung von der Form besteht: 



(!) **. ft,, 

I v *, p 0, 

unter c^ daa allgememe Glied emer bereits als konvergent erkannten 
Doppelreihe, unter G irgendeine positive Zahl, unter m, n zwei natilr- 
liche Zahlen verstanden Denn bezeiobnet man mit s^ die Summe der- 

r* 

jenigen Glieder c ( *\ welche den in der Summe S^ enthaltenen ent- 
Bprechen, und setzt Urn s^ } a> ao folgt aus (1): 



Hierauer geht aber auf Grand der oben gemachten Bemerkung her- 
v or, dafi aus dem Beetehen der Beziehung (1) allemal die Konvergenst 
der Doppelreihe reanltiert, 

Setzt man c (v) ( ., so lEfit sich die Bedingung (1) durch die fol- 

G n 
gende erwtaen: 



und diese letztere kann man in die folgenden drei Teilbedingungeu 
zerlegn: 

W CV.oVgQ far: ^>w, v^n, 

(4) (b) (jW-aWiff ^^m, V >n, 

(o) aW-aiff /*>w ? *> 

Da feraer die TTngleiohnng (&) und folglicb. auoh die drei Ungleiohungen (4) 
sioher erfttllt bleiben, wenn man die Zahlen m, n sukzessive durch zwei 
immer grb'fbr werdende, etw m'>m t '>n ersetzt, so ziehen dieaelben 



A; * i 
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(tk) hm C o, <! oo fur; v mm 0. 1, 2, , 
v. / u u ' J ' 7 



(5) 



(b) limCf"-a.| f) <oo fur p-0,1,3, 



V->eo 



(c) 






Diese letzteren erscheinen daher vorlaufig nor als nolwendige Be- 
dingungen far das Bestehen der Ungleichungen (4) bzw. (3). Umgekehrt 
folgt nun aber zunachst aus Ungl (60), daB der betreffende Doppellimes I 

eme bestimmte positive Zahl g sem muB und daB daher (vgL 41, 8. 261, 
UngL (7)), wenn g r > g angenommen wird. 

(60) C - a < g etwa fttr: j* > m, v > n 

Ferner ergibt sich aus Ungl (5 a), (5b), daB gesetzt werden kann* 

(6 a) 0-ag w fflr: ^ > m, v - 0, 1, ,w, 

\ / M ^^ aft )} ^ i \ ' I ) ) 

wo g( v \ g ft gewisse positive (nut v bzw. p im allgemeinen veranderliche) 
Zahlen bedeuten. Diese drei Ungleichungen gehen aber sohlieBhch in 
die mit (4) bezeichneten fiber, wenn man was offenbar freisteht 
ff't 9^> 9n durch eme einzige Zahl G ersetzt, welche die grofite der 
Zahlen g', pt) (y 0, 1, , n), g^ (/* 0, 1, , m) vorstellt 

Hiemach erweisen sich die Bedingungen (5) auch als hinreichend 



fttr die Konverg&ne der Doppelreihe /,a. Dabei ziehen offenbar die 

o 

Bedingungen (5 a) bzw (6b) nur die Konvergenz jeder einzelnen ZetTe 
bzw Kolonne nach sich, wahrend dann unter der ausdrticklichen Yoraus- 
setzung, daB jede Zeile und jede Kolonne konvergiert, die Bedmgnng (5c) 
erst die Eonvergenz der Doppelreihe zur Folge hat. Insbesondere ist also 
zu beachten, daB auch keine etntsige der in (5 a) bzw. (5b) enthaltenen 
unbegrenzten Folge von Bedingungen enfbehrlidi ist, da schon die Diver- 
gents einer einzelnen ZeiU oder Kolonne auch die Dwergews der Doppelr 
reihe nach sich ziehen und daher die Wirkung aller flbrigen Bedingungen 
illusorisch machen wtlrde. I 

Dagegen kann unter einer bestimmten Voraussetzung die Bedin- 
gung (5c) entbehrt werden, wenn namlich die Beziehungen (5 a), (5b) m 
dem Sinne gleichmafiig^ erftillt smd, daB an die Stelle der Ungleichun- ' 



1) BezHghoh dieser Ausdraoka-weise vgL 42, Nt. 8, S. 275 
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gen (6 a), (6b) die folgenden treten- 

(7) { W 0? ?<* ,i, V _0,1,V , 
1 0>) 0.flW^e ffflr: v ^, p-0,1,2, .., 

mit anderen Worten, wenn die in (6 a) und (6b) mit 0W, g bezeichneten 
Zahlen anch fdr y 0,1,2, und p 0,1,2," m wfimtum eine be- 
stimmte dbere Qrenee Q haben (was ja ohne ausdruckliche Voraussetzung 
bzw ohne das Hinzutreten der Bedmgung (5o) nicht der Fall zu sem 
brauchte) In der Tat sind ja dann die Bedingnngen mit den ursprtlng- 
lioaen Konvergenzbedingangen (3) vollkommen identisch 

2. Eine einfaehere Fassung des Konvergenzkriteriums ergibt sich, 
wie bereits oben angekundigt wurde, wenn man die zu unterBuchende 
Doppelreihe und dem entsprechend auoh die Vergleicnsdoppelreihe von 
vomberein nach Diagonalen geordnet als einfache Reihen, also in der 
Form: 

Jl (, + <"- + .. + f) tar. Jj(^ + ^- + +e?j 



in Betracht zielit Dabei tntt also irgendem bestunmtes G-lied a w 
bzw c^' in derjemgen Gliedergruppe auf, welohe durcb den Index 
A = /* + v bestimmt wird. Und es erschemt daher fttr die Konvergene 
jener aus den a^ gebildeten emfachen Reihe (also auch flir diejemge der 

ursprttnglichen Doppelreihe) hwreichend, wenn nur von einer bestimmten 
Gliedergruppe ab, etwa fttr 



(8) a + - + . . + f> ^ & 

und diese letztere Bedingung ist sicher erftlllt, wenn- 

(9) <*?<& ^ ^r: n + v^l, 
anders geschrieben: 

(10) C a^G fttr: ft + v^Z, 

unter Gr wiederum eine beliebige positive Zanl verstanden Diese Be- 
dingung laBt eich. aber schlieflkch auch durch die folgende ersetzen: 



sodaB also an die Stelle der frttheren drei Bedingungsformen (5) jetzt 
eine eineige tritt. Dabei sei ausdrttcklich bemerkt, dafi der hier auf- 
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tretende obere Limes kem oberer Doppettimes (a. 41, Nr. 2, 8 261), 
sondern der obere Limes der etnfach nnendlichen Zahlenfolge: 



1st. 

Die namkche SohlnBweise wflrde bei Yergleiohnng von a^ mit dem 
allgemeinen GUiede einer bereits als divergent erkannten Doppelreihe 

d^ ^y die Beziehung: 
(11) * 



als hwreichende Bedinguug ftir die Divergent! der vorgelegten Doppel- 
reihe ergeben. Unterwirffc man indessen die zum Yergleiohe heran- 
gezogene Doppelreihe 2&? der gewissermaBen selbstverfltandliclien Be- 

fl,V 

dingung, dafi ihre Dwergens moht lediglicli duroh diejemge irgendeiner 
oder mehrerer Zetten oder Kolonnen erzeugt werden soil, also durch 
deren Weglassnng beseitigt werden konnte, daB vielmehr die Doppel- 
reihe 2&u au l 1 nft ob. Weglassung jeder beliebigen endlichen An^alil 

fl,V 

von Zeilen nnd Kolonnen stets divergent bleiben soil (wahrend im Gegen- 
teil keine einzige Zeile oder Eolonne zu divergieren brancht), so ersoheint 

offenbar die Divergent von 2&? gesiohert, wenn nur von einer be- 

n,v * 

stimmten Stelle ab, etwa ftir (i ^ m f v^.n, sine Beziehung yon dor 
Form besteht: 



anders geschrieben: 

f-t o\ 7i (r) M >^ ii >. >. 

V.l*'/ JLf ct ^g fur: u ^> w. v ,> , 

oder anch sohliefilich: 

(Ib) liTn 2) Ct >0, 

/I,V->0 ^ ^ 

erne Bedingung, die offenbar weniger verlangt, als die duroh UngL (11) 
dargestellte. 1 ) 

1) Die Ungleichung (11) enthftlt ja, wie ana der Bedeutung des Aua- 
druoka hm D& a& leicht erkaunt -wild, nooh die beiden folgenden Bedingungen 
in Bich- 

/T>i ' l *" ' ' ' 

-^ ^ - ^lt Xt **"^ ^r^ "* i II / 

r->oo *^ r 



Nr 3 S 7 KonTergent- und Divergenzkritonen SHr Doppelreihen 5Q7 

3 Urn die far die Kriterienbildung erforderlichen C ( *\ D w zu ge- 
winnen, ddrfte das folgende Verfahren sich ala besonders einfach empfehlen. 
KB aei e* > bzw d, > dus allgemeine Glied einer Iconvergenten bzv. 
rfitwr^irtten einfach unendhchen Reihe. Dann ist auch von den beiden 
Eeihen : 



wegea lira A 1, die erstere konvergent, die letztere divergent Setzt 
man sodum: 

[ r o 0> "" r o> " H Mrigen: cj[ r> -~ c , 

j v / _y 

" " /' "" fi-f V /* + 1 ' 



(15) 1 1-. 

I o 



BO findet man. 



Da dieie Sumuaen die (p. -|- v) Un Diagonalen der Doppelreihen - 5"o (I ' ) bzw. 

/u,r ^ 

^cZ^ bilden, to folgt, wenn |* + v A gesetzt wird, duroh Summa- 
tion, defi: 



1 



d6 alto in der Tat die Doppelreihe der c^ Jconvergiert, diejenige der rf ( W 
div&pitrt. Zagleich erkennt man, daB aas der Doppelreihe der d^ ] bei 
Weglaasang von n Zeilen und n Kolormen die folgende entsteht: 



welohe naoh Disgonaleu rommiert das Beroltat y^~3r 

>i f 11 In -?.'- 11 I ft 
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Nr. t 



Setzt man dann wiedernm: c v -Q-, d v -^-, so ergeben sioh durch 

Einsetzen der Ansdrticke (15) in die dllgememen Konvergenz- und Diver- 
genzkriterien (la) und (Ib) die folgenden speeietteren: 



Die Doppelreihe ^p* a> ist 
o 

(Ha) Jconvergent, wenn: lim (ft + v) O fl+v a^ < oo , 

(Tib) divergent, wenn: lim (jt + v) D 



Wahlt man wie bei der Bildung der De Morgan-Bonnetschen 
Eriterienskala ( 60, Nr. 1, S. 336) ftlr die C vf D r der Reihe jnach die 
Ansdrtioke: 



J>, -V, V-lgV, V-lgV-lgjV, -, 

so ergeben eich also als nmreicnende Bedingungen fitr die Eonvergenz 



von 



(16a) 



die Beziehungen: 



oo 



Ska 



v ) ' 0& (l 1 * + y )) ? a * < oo 



desgleichen ftlr die Diver gene: 



(16b) 



Lm (/* + v)* IgOft + v) - 1ft 0* + v) a" > 

* 



4. Einen anderen fftr die Bildung von Sbnver^owbedingungen zweck- 
mkfiigen Typus Ton Vergleicksdoppelreihen gewinnt man dureh die Be- 
merkung, daB das Quadrat jeder konvergenten emfachen Beine nach den 
Regeln liber die Multiplikatiou zweier konvergenter Reihen (s 66 7 Nr. 1, 
S 484) anch durch eme konvergente Doppelreihe dargestellt werden 
kann, n&mhch: 
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Da fttao me Doppelwihe von diewr Form state konvergiert, so kann 



man wtzen: 

f " c t , < |W - C . f? , 

/< u r* /t ji !' 

godaB iich u dam ftUgnmpmtm Konvergenzkriteriura (la) wiederum das 
folgendu ipeiitfHere wgiht: 

hm r ^', a* 1 ' < oo : K<mergen. 
>,*>." '' 



Die enU|irechmdi' Verwendung von divergtnten Doppelreihen von 

der Form JJi'c d. (oder gar ^d^ af J erweiat icb ala gfcnzlicn unzweck- 

ji, * ". 

maflig, da 'durrh diejemgen Knterien, die man auf diesem. Wege ge- 
winnen wOrd^, abi*rhwi|it nur olcbu Doppelreibun getroJBfen werden 
k6nnUn, bei wi Irlwn alk' /fi/m oiifr (bzw und) Kolonnen, zum min- 
detttn von umer bt-ntimmten ab, tliveyyiercn, wabrend doch der fttr 
Doppalrcibrn N iiulclitt churtiMtri^twhr Full von Divergent gar mcbt 
auf dar Divergi /. irgi ndi'iner /*eii odor Kctlonne bcruht, vielmehr bei 
tfleicbtjitgr Konvrrttms slier '/tilen und Kolonnen zum Vorschem 
konimt. 

Wahlt man in iNm ulngfn AVniriflowkritunuin (111) otwa: 

so crgibt icb ait hnrt'bende Ikdmgung fttr die Konvergeng von ^a^ 1 

dt fol 

(17) 



und daran annrhh^rnd nacb Bedarf wiedorum eine Skala aukzesaive 
acbarfi-r wi-rdi-ndt-r Kritrrien durch dieWahl C,-/^v+m)0ft(v+iii)) 
(Jl - I, 2, :*, ; ! wbj die mit m bezeiobnee Zabl BO anzunehraen ist, 
dafi lg t (m jmnitiv nuBfUlH) 

Dabm kann man d*m KnU-rium (17) nocb dje etwaa einfachere 
Form geben: 
(18) 



* !-* 



wenu man noch aiwdriickhcb vorauBHetzfc, daB die Anfangszeile und 

-kolonne vn Va w , d. b die Reib Jn 5J a 

'' 



o o 



B rdient bemorkt xu werden, daB daB Konvergenzkriterium (18) 
, .^p-w. Tr wrifo tiMiM, ale das ibm entsprechende (d. ft. 
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gleichfalls auf der Wahl C, v i+ * beruhende) Anfangskntermm der 
Skala (16 a) Man findet zunaohst: 



(19) >-_ 

Reagiert also a^ fttr irgendein bestunmtes Q > auf das Anfangs- 
kriterium der Skala (16 a), so ergibt sich das gleiche in bezug auf das 
Kriterium (18), sofern man daselbst p durch -|- ersetzt 

Andererseits ergibt sich: 



1st sodann p < 1 und wird eine positiye Zahl G- bdiebig graft vor- 
gescbneben, so hat man jeden falls: 

ft 1 -? v 4 -9 

^ r ? + ^ > ; 
wenn schon: 

& Oder 



wenn also zwischen fi und v eine der beiden Beziehungen besteht: 

i i+g a i+g 

fi^G^-e- v 1 -? oder; v ^ G 1 "* ft 1 "*, 

was offenbar fttr unendlieh. viele Wertepaare (ft, v) der Fall 1st. Infolge- 
dessen ergibt sich aber aus TJngL (20), dafi: 

(21) 

und die Yergleichung dieser Beziehung mit den Kriterien (16 a) zeigt, 
1) Man hat fttr jedes <r 



also, wenn die Kombmation ^y<0 aosgescbloalen wild 

ff>i.^ + l ^ 
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dafl nioht nur das Anfangskriterium, aondern BOjjar die ganze Skala ver- 
sagen kann, auch wenn das Kritenum (18) erne Entscheidung liefert 
Dieses Versagen der gauaen Skala (16 a) tritt offenbar insbesondere stets 
dann ein, wenn gleichzeitig mit (18) fllr jedes noch so kleme p > die 
Beuehung besteht: 



5. Em *ndres (namentiioh fQr die Theone der Potenzreihen mit 
awei Verinderhchen) ntttdiohes Spezialkritenum ergibt sich, wenn in 
UngL (III) gewtrt wird, 

(SJ2) C^-O C;-"', alto: O^-cT^, wo:0<<l. 
Man findet daan xunaohit, daB die Doppelreihe .^a^ konvergtert, wenn 






ander* getonriefon: 

(23) 

and diette Bedtngu&g it erfUllt, wenn: 

(IV*) lim W'V*'<, d. h. <1. 

H +V-frM * ^ ' 

Da *ndtrereit0 die Divergent der Doppelreihe ^a^ 1 achon festateht ; 

^'" 
wenn nur flberhftupt ftir unendlich vitk Qlieder a } die Beziehung bestebt: 



alao am 10 mehr, wenn: 
(iVb) lim 



so ergibt ioh durch Zummmenfusung dieses Divergenzkriteriums mit 
dem KonTcrgftntkriterium (IV a) datjenige ditfunktive Doppelkriterium, 
welches das Analogoa xu dem Cftuohyaohen Fundamentalkriterium erster 
Art fQr mfach uneadhche Reihen ( 60, 3. B42/8, Ungl. (5 a), (5b)) bildet 
6. All B*ipiei fflr die Anwendang der gewonnenen Eriterien wollen 
wir die (fQr die Zahlntheorie und die Theorie der elliptischen Funktionen 
wichtige) Doppelreihe mit dem allgemeinen Gliede: 

(24) a ( * } ~ l n mit Ausnahrae der Combination 

aeha&deln. Dt>b*i MI die t; qnadratische Form" ap*-f2&,uv + ct' > eine 
tuilive Form in p, v (mii nqativer Detorminante oder IHs- 
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Tcriminante & a etc), d. h die Zahlen a, "b, c sollen den folgenden Be- 
dingungen genfigen: 

(25) a>0, c>0 ; ft 3 ae = -A3 

(wahrend Z> im flbrigen beliebig, erentuell auch =0 sein kann) 
Infolge der Identitai: 



(26) = - 

fallt dieser Ansdruck (abgesehen von der ja bereits ausgeschlossenen 
Kombmation p v = 0) stets wesenUich positiv aus, sodaB die fraghche 
Doppelreihe aus lauter wohl definierten positiven Gliedern besteht, wenn 
unter ft eine beliebige reelle Zahl verstanden wird, Es handelt sich 
dann danmi, zu entscheiden, fflr -welche Werte tf die betreffende Eeihe 
konvergiert bzw. divergiert 

Bedeutet A erne positive Zahl, die yon kemer der drei Zahlen a,\b\,c 
tibertroflPen wird, so hat man: 

aft 8 + 2bfiv -f cv 8 ^ 

mithin: 



und daher: 
(27) 

sodaB sich aus dem Anfangekritenum der Skala (16 b) die Divergent der 
vorgelegten Doppelreihe ergibt, falls ff ^ 1 

Andererseits besteht neben Q-l (26) die folgende analog gebildete: 



(28) a/* 2 

Aus (26) und (28) folgt sodamr: 



und daher: 

(29) atf 

Cr -J- C 

Nun ist: 



also: 

und daher: 

9 i 9 

s 



Ni 6 67 Konrergenz- und Divergenzkntenen fBt Dappelreihen 513 

sodafi die Ungleichung (29) durch. die folgende ersetzt werden kann: 

A 

(30) ctu> -\- 2ouv }- cv* ^> ' 

Somit ergibt sich schliefilich: 

(3D <'^(^) - 1 

und: 

(32) 



also, mit BtLoksioht auf das erste Konvergenzfcntenum der Skala (16 a): 
(33) 



wenn 2o 2 - ? ^ 0, tf^l + -|-, dh. sehlieBHcli a > 1 x ) 

Hiernach ist die fraghche Doppelreihe AoMver^fen^ f(ir tt > 1, 
^ew* f ftr tf ^ 1 

Dieses Resultat lafit sich noch in folgender Weise yervollst^ndigen. 
Da fiber das Vorzeichen von b keinerlei besondere Yoransaetzung ge- 
macht wnrde, so ist anch die Doppelreihe mit dem allgememen Gliede: 



Twnvergent fur <j > 1, rfzucr^en^ fQr ^ 1. 



1) Will man statt des AnfangskriteriumB (16 a) das Knterium (18) anirenden, 
ao flndet man ana Gl. (26) und (28). 



aft' + 
und hieraus fur 

also auoh- 



a 



- A 



Hieraus erkennt man, daB die Doppelreihe nach AuflschluB von paO, = 
d h. der ersten Eolonne und etaten Zeile konvergiert, -wenn ^^ 5- , ^^ ^ kon- 



vergieien, also fur ff|>l em Ezgebnia, an welch em duroh naohtragliohe Hm- 
ssofflgung dez ersten Eolonne bzw Zeile mchts geandert wild, da diese, wie tm- 
nuttelbai zu aehen, dann gleicnfalls konvergieren 
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Da ferner: 



so erkennt man, dafi die Doppelreihe: 



(wo der Akzent an dem Smmnenzeidien die Weglassung der Kombma- 
tion fi v ausdriicken soil) ungeandert bleibt, wenn man den leiden 
Indizes p, v die Werte 0, 1, 2, (statt 0, 1, 2, ) beilegt, dafi 
sie dagegen m die Doppelreihe: 



tibergelit, wenn man dem emen ddr beiden Indizes /t, v die Werte 0, 1, 
2, , dem andern die Werte 0, 1, 2, beilegt 

Daraus ergibt sich aber, dafi anch die Doppelreihe: 



(wobei also die Summation so zu verstehen 1st, dafi jowohl fflr p, als 
fOr v alle Zahleu 0, 1, 2, mifc einzigem Ansschlufi der Kombi- 
nation /* v zu setzen sind) fur tf > 1 Iconverffiert, fur tf ^ 1 
divergiert. 
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Die elliptisch. Funktionen u. ihre Anwendungen 

Yon Dr. B. Fricke 
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In 3 Teilen. gr 8. 
I. Teil: Die funktionentheoretischen und analytlschen Grundlagen 

MitSSindenTeitgedruoktenFig [Xu,600S] 1916. Geh ^22. , mLeinw g 



Daa Werk beabaiohtigt, eine abgenmdete Geaamtdarstellung der Theorie der elliptischen 
Funktionen mid ihrer Anwendungen zu geben Die Natur des Gegenstandes bedingt eine 
Dreiteilung, BO dafl die Darstellung in drei je fur aioh stehenden Banden maBigen Um- 
fanges dargeboten werden soli Der vorhegende erate Band entwiokelt nach einer Ein- 
leitung, die die erfordexliohen Yorausaetzungen aus der allgememen Theone der analytischen 
Funktionen, die Grundlagen der Theone der elliptiachen Integrate und Funktionen be- 
handelt, ihre analyioschen Darstellungen in mnfassender Weiae und beleuchtet den Ge- 
samtumfang der hier in Betraoht kommenden KOrper zuaammengehOnger Funktionen. 
Der Yerfasser hoffb die funktionentheoretisohen Anffassangen , die er sioh als Sohuler 
tind langjahnger Mitaibeiter Felix Kleins zn eigen gemacht hat, auch in dieeem 
Gebiete in angemessener Weise zn Geltung gebracht zn haben Wahrend die hneare 
Transformation em Beatandteil der Grundlagen der Theone der elliptischen Funk- 
tionen ist nnd dieeerhalb bereita un ersten Bande ihren Platz zu finden hat, Bollen die 
allgemeine TransformationBtheone und ihre wiohtagen Anwendungen im Gebiete der Algebra 
and Zahlentheone im zweiten Bande eine erschOpfende Darstellnng finden In einer 
selbstandigen und fur rich abgerundeten Gestalt soil aich endhoh der dntte Band anreihen, 
der dieweitverzweigtenAnvrendungen der elliptischen Funktionen im Gebiete der Geometne, 
Meohamk UB\V behandeln nnd die in den beidenerBtenBandenvorgebildetenanalytisohen An- 
satzebiflzuwirklicherBrauchbarkeitfiSidieZweckenumenflcherBeohnungen durchbilden soil 



Yorlesungen liber reelle Funktionen 

Yon Dr. C. Carathdodory, 

Professor an der TJnlvepiltat GOttingen. 
[ca 660 S ] gr 8 Erscheint Ende 1916 

Die Umwalzung, welohe durch die TTnterauohnngen von H. Lebesgue in der Theone 
der reellen Funktionen herrorgemfen -worden ist, 1st em ProzeB, der heute in semen Haupt- 
zugen als abgesohlossen gelten kann Die Vorzuge der nenen Methoden kSnnen aber nur 
durch einen Auf ban, der von Grund axis vorgenommen wird, in ihrer ganzen Tragweite zur 
Geltung kommen. Eine derartige, mOgliohst elementare, systematisohe Darstellung- hat 
der Yerf. versucht, um den Studenten in mittleren Semestern nnd den angehenden Foraohern 
viele Unrwege zu ersparen. Das Buoh ist auf Grand einer un Somme*-Seinester 1914 m 
GOttmgen gehaltenen Yorleanng geschneben; ee enthalt die Theorie Ser Punktmengen, 
floweit diese fto das Folgende erforderhch ist, die allgemeine Theone der Funktionen 
von n Yeranderlichen die Theorie der bestunmten nnd unbestunmten (Lebeagne'sohen) 
Integrale, eowie auch ihre Spezialiaierung auf die Biemannsche Integration. Dardber 
hinausgehend werden die Funktionen einer und zwei Yeranderhoher emgehend unter- 
Bucht. ExutenzbeweiBefurdieLOaungen vongewQhnHohenDifferentialgleichungenuntermOg- 
hchst allgememen Yorrauflaetzungen Bohliefien das Buch, welches ganz auf noh selbst ruht und 
ubezhaupt keine Yorkenntniaae, sondern nur eine gewiase Beife dea Urteols Yorauaaetzt. 
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